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1 Geometrische Optik

Die Geometrische Optik ist das historisch dlteste Teilgebiet der Optik. Sie ergibt sich als
Grenzfall der Wellenoptik fiir verschwindend kleine Licht-Wellenléngen. Viele alltédgliche
optische Phanomene, wie etwa Lichtbrechung an einer Grenzflache, Schattenwurf oder
Reflexionen, kénnen im Rahmen der geometrischen Optik verstanden werden. Aulerdem
ermoglicht sie eine einfache Analyse von abbildenden Systemen, so dass die geometrische
Optik auch heutzutage noch eine wichtige Rolle spielt.

1.1 Grundlagen der geometrischen Optik

Im Rahmen der geometrischen Optik beschreiben wir die Ausbreitung von Licht durch ein
optisches System anhand von Strahlen bzw. Strahlenbiindeln. Die einzelnen Lichtstrahlen
betrachten wir hierbei als geometrischen Kurven. Lichtstrahlen gehen von Lichtquellen
aus und konnen mit einem Detektor nachgewiesen werden. Sie durchdringen einander
ohne sich gegenseitig zu beeinflussen.

Man beobachtet experimentell, dass sich Licht in einem homogenen Medium geradlinig mit
der Geschwindigkeit ¢ ausreitet. Der Brechungsindex n eines Mediums ist das Verhéaltnis
zwischen der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit cq = 299 792458 ms~! und der Lichtgeschwin-
digkeit ¢ im Medium :

n=-. (1.1.1)

Die optische Weglénge L, ist definiert als das Produkt von geometrischer Weglange d
und dem Brechungsindex n:

Lops = nd. (1.1.2)

Um eine Strecke der Lange d in einem homogenen Medium zuriickzulegen, benétigt Licht
die Laufzeit

g _nd _ Lo (1.1.3)
C Co Co

Experiment: Messung der Lichtgeschwindigkeit mit gepulsten Laser (0814).
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1 Geometrische Optik

In inhomogenen optischen Materialien variiert der Brechungsindex n(r) mit dem Ort. Die
optische Weglédnge fiir einen Weg S zwischen zwei Punkten A und B berechnet sich zu

Lopt :/n(r)ds. (1.1.4)
S
Die zugehorige Lichtlaufzeit ist

p = Lont, (1.1.5)
Co

Die Lichtstrahlen in einem optischen System erfiillen das Fermatsche Prinzip. Dieses be-
sagt, dass das Licht auf dem Weg S von A nach B gelangt, fiir den sich die Lichtlaufzeit
bei kleinen Variationen des Weges nicht éndert:

ILopt = (5/Sn(r)ds = 0. (1.1.6)

k)

Abbildung 1.1: Fermatsches Prinzip.

Aus dem Fermatschen Prinzip folgt in Ubereinstimmung mit unserer experimentellen Be-
obachtung, dass sich Licht in einem homogenen Medium geradlinig ausbreitet. Weiterhin
sieht man sofort, dass sich Strahlengéinge umkehren, wenn man die Positionen von Licht-
quelle und Detektor vertauscht.

Ein Blick nach vorne

Wahrend wir das Fermatsche Prinzip in der geometrischen Optik axiomatisch einfithren,
konnen wir es im Rahmen der elektromagnetischen Theorie des Lichts als Interferenzphé-
nomen (siehe Kapitel [B]) physikalisch motivieren. Hierzu betrachten wir eine monochro-
matische Welle mit Vakuumwellenlange )\, die sich entlang eines Weges S ausbreitet. Die
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1 Geometrische Optik

Phase der Welle andert sich hierbei um ¢ = i—’gﬁopt. Fir 0Lypy = 0 ,sammeln® Wellen,
die sich entlang benachbarter Wege ausbreiten, die selbe Phase auf und sie interferieren
daher konstruktiv. Im Gegensatz hierzu sind fiir L, 7# 0 die Phasen unterschiedlich und

die Wellen interferieren destruktiv, d.h., sie loschen sich gegenseitig aus.

1.2 Das Reflexionsgesetz

Experiment: Strahlengang bei Spiegeln (0729)

Im Folgenden werden wir die Reflexion an einem ebenen Spiegel mit Hilfe des Fermatschen
Prinzips analysieren. Wir nehmen hierzu an, dass der Punkt A die Quelle eines Lichtstrahls
ist, der im Punkt R auf den Spiegel trifft und von dort in den Punkt B reflektiert wird.
Nach Abildung gilt fiir die optische Weglénge:

Lot = nAR+nRB
2 2 2 2
= n\/(x—:pl) + i +n\/(x2—x) +v3. (1.2.1)

Durch Variation des optischen Weges ergibt sich:
dlopt ~ n(zr—x1)  n(z2—x)
R e BIRVCOR TR
Mit Hilfe von Abbildung lasst sich die letzte Gleichung umformen zu:

sin () = sin (o) = [ = a, | (1.2.3)

Fiir ebene Spiegel gilt also das Relexionsgesetz: Einfallswinkel = Ausfallswinkel!

= 0. (1.2.2)

B(x,.y,)
A(X,y)) e

n=const

A\

R(x,0)

Abbildung 1.2: Reflexion an einem ebenen Spiegel.

Das Reflexionsgesetz gilt auch fiir gekriitmmt Oberflachen. Hierbei werden der Einfalls-
winkel «; und Ausfallswinkel «, relativ zur Oberflichennormalen im Auftreffpunkt R
gemessen.
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1 Geometrische Optik

1.3 Das Brechungsgesetz

Experiment: Reflexion und Brechung am Glassegment.

Abbildung 1.3: Lichtbrechung an einer Grenzfliche zwischen zwei homogenen Medien.

Als néachstes betrachten wir eine ebene Grenzfliche zwischen zwei Medien mit Brechungs-
indizes n; und n; (sieche Abbildung [3]). Das Medium mit dem grofieren Brechungsindex
wird das optisch dichtere Medium genannt wahrend das andere Medium als das optisch
diinnere Medium bezeichnet wird. Ein einfallender Lichtstrahl wird an der Grenzfliche
im Allgemeinen partiell reflektiert (siehe vorheriger Abschnitt) und partiell transmittiert.
Der transmittierte Strahl wird beim Ubergang von dem einen in das andere Medium
aufgrund der unterschiedlichen Lichtgeschwindigkeiten in den beiden Medien gebrochen.
Hierbei gilt das Brechungsgesetz (Beweis: Ubung):

n;sin (a;) = ngsin (o) . (1.3.1)

1.4 Prismen

Experiment: Licht-Ablenkung mit einem Prisma.

Als erste Anwendung des Brechungsgesetzes wollen wir die Ablenkung eines Lichtstrahls
durch ein Glasprisma mit dreiecksformiger Grundflache und Brechungsindex n analysieren

(sieche Abbildung [T.4)).

Der Strahl trete in den Punkten B und C durch die Grenzflichen des Prismas. Das
Brechungsgesetz (L3.0]) verkntipft die jeweiligen Einfalls- und Ausfallswinkel:

sin (o) = nsin(ay), (1.4.1)

nsin (az) = sin(ay). (1.4.2)
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1 Geometrische Optik

Abbildung 1.4: Ablenkung eines Lichtstrahls durch ein Prisma.
Wir betrachten jetzt das Dreieck AABC. Fiir dieses gilt aufgrund der Winkelsummenre-
gel:
0+ (900 — Oég) + (900 — Ozg) =180° = 0 = a9 + as. (143)
Entsprechend erhalten wir fiir das Dreieck ABC'D:

(a1 — Ozg) + (Oz4 — O[g) + (1800 — 5) =180°= 6 = a1+ oy — . (144)

Ablenkwinkel 6 (Grad)

35 1

30 40 50 60 70 80
Einfallswinkel a; (Grad)

Abbildung 1.5: Berechneter Ablenkwinkel als Funktion des Einfallswinkels fiir ein Prisma mit
Apex-Winkel 0 = 60°.

Abbildung (LX) zeigt die berechneten Ablenkwinkel ¢ als Funktion des Einfallswinkels ay
fiir ein Prisma mit Apex-Winkel § = 60° fir drei verschiedene Brechungsindizes. Inter-
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1 Geometrische Optik

essanterweise weist 0(6;) in allen Féllen einen nicht-monotonen Verlauf auf: Der Ablenk-
winkel nimmt zunachst mit grofier werdendem Einfallswinkel ab, durchlauft ein Minimum
und steigt anschlieBend an. Beispielsweise finden wir fiir n = 1.5 einen minimaler Ablenk-
winkel 6,,;, = 37.2° fiir den Einfallswinkel oy i, = 48.6°.

Die folgende Uberlegung zeigt, dass die Strahlablenkung ihr Minimum annimmt, wenn
das Prisma symmetrisch durchlaufen wird, d.h.
0

QA1 = Oy = g = Qg = 5 (145)
Nehmen wir zunéchst an, dass das Minimum fiir den Fall ay # a3 auftritt. Bei Umkehrung
der Strahlrichtung &dndert sich der Ablenkwinkel nicht. Damit muss fiir o) = a3 und of; =
ap ein Minimum der Strahlablenkung vorliege. Aus Symmetriegriinden (bei Spiegelung
an der Symmetrieebene durch den Punkt A darf sich der Ablenkwinkel nicht &ndern)
muss aber auch fir of, = ay und o = a3 der Ablenkwinkel minimal werden. Aufgrund
unserer Annahme miisste es daher zwei Minima geben. Dies entspricht aber nicht der
Beobachtung! Somit muss unsere Annahme ay # a3 falsch sein, d.h., wie behauptet liegt
die minimale Strahlablenkung fiir den Fall vor, dass das Prisma symmetrisch durchlaufen
wird.

Experiment: Dispersion am Glasprisma.

Fallt ein gebiindelter weifler Lichtstrahl auf ein Glasprisma, so konnen wir hinter dem
Prisma einen Farbverlauf ("Regenbogen") beobachten. Aus diesem einfachen Experiment
konnen wir zwei wichtige Schlussfolgerungen ziehen:

o WeiBes Licht besteht aus einer Uberlagerung verschiedener Farb-Komponenten.

e Da bei gleichem Einfallswinkel die einzelnen Farbanteile in unterschiedliche Rich-
tungen abgelenkt werden, muss sich der Brechungsindex des Glases mit der Farbe
andern. Aufgrund der stirkeren Ablenkung der blauen Farbanteile im Vergleich zu
den roten folgern wir, dass beim verwendeten Glas der Brechungsindex fiir blaues
Licht grofler ist als fiir rotes Licht ( n(blau) > n(rot)).

1.5 Totalreflexion

Experiment: Lichtleitung im Glasstab.

Wir betrachten nun den Fall, dass ein Lichtstrahl aus dem optisch dichteren Medium
kommend auf eine Grenzflache zu einem optisch dinneren Medium trifft (n; > n;). Aus
dem Brechungsgesetz folgt:

sin (oy) = Z—isin (). (1.5.1)

'Wenn das Prisma von rechts nach links durchlaufen wird, nummerieren wir die Winkel in umgekehrter
Reihenfolge durch und versehen sie zur Unterscheidung mit einem Strich.
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1 Geometrische Optik

Der Lichtstrahl kann wegen sin (o) < 1 nur in das zweite Medium eindringen, falls der
Einfallswinkel «; kleiner ist als der Grenzwinkel der Totalreflexion

a, = arcsin <@) . (1.5.2)
n;

Ist hingegen a; > «, so wird der Lichtstrahl an der Grenzfliche vollstandig reflektiert.

Dieser Totalreflexion genannte Effekt wird in optischen Wellenleitern und Lichtleitkabeln

(Glasfasern) genutzt, um Licht tiber lange Distanzen mit geringen Verlusten zu transpor-

tieren.

Abbildung 1.6: Technische Anwendungen der Totalreflexion. Links: Lichtleitkabel. Rechts: Re-
troreflektor. Bild-Quelle: Wikipedia.

Beispiel: Totalreflexion an einer Glas-Luft Grenzfliche
BK-7 Glas: npk7 = 1.514 fiir rotes Licht (A = 656 nm).
= ag = 41.34°.

1.6 Fata Morgana

In inhomogenen Medien laufen Lichtstrahlen auf gekriimmten Bahnen. Ein Beispiel hierfir
ist die Fata Morgana (Luftspiegelung), die an einem heiflen Tag in der Wiiste oder iiber
einer Asphaltstrafle beobachtet werden kann. Verursacht wird die Fata Morgana durch
einen Temperaturgradienten, der zu einer rdumlichen Variation des Brechungsindex der
Luft fithrt. Hierbei nimmt der Brechungsindex mit zunehmender Temperatur ab. An einem
heiflen Tag konnen sehr flach einfallende Lichtstrahlen an der bodennahen Luftschicht
total reflektiert werden.

Experiment: Fata Morgana im Aquarium.
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1 Geometrische Optik

N
7

Zunehmender
Brechungsindex

Abbildung 1.7: Prinzip einer Fata Morgana. Foto: Wikipedia.

1.7 Abbildungen

Bei einer Abbildung werden Lichtstrahlen, die von einem Punkt G eines Gegenstandes
ausgehen, durch ein geeignetes optisches System im Bildpunkt B vereinigt. Nach dem
Fermatschen Prinzip muss die optische Wegliange aller abgebildeten Strahlen gleich sein.
Weiterhin folgt aus der Umkehrbarkeit des Lichtweges, dass Lichtstrahlen, die vom Punkt
B ausgesendet werden, durch das optische System im Punkt G vereinigt werden. Hierbei
ist der Weg durch das optische System unabhéngig von der Strahlrichtung. Die Punkte
G und B werden als konjugierte Punkte des abbildenden optischen Systems bezeichnet.

Abbildendes
optisches System

Abbildendes

=
Q
2
7]
>
nn
n
[®]
=
Q
2]
=
o
o

Abbildung 1.8: Ein Punkt G wird durch ein optisches System in den Punkt B abgebildet. Oben:
Reelle Abbildung. Unten: Virtuelle Abbildung.
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1 Geometrische Optik

Eine ideale optische Abbildung ordnet jedem Punkt des Gegenstand genau einen Bild-
punkt zu. Wird das Licht hingegen auf mehrere Bildpunkte verteilt, so erscheint das Bild
unscharf.

Man unterscheidet zwei Typen von Abbildungen.

« Reelle Abbildung: Die Strahlen hinter dem abbildenden optischen System konver-
gieren zum Bildpunkt B und kénnen auf einem Schirm einen Leuchtfleck erzeugen,
d.h. es einsteht ein reelles Bild.

e Virtuelle Abbildung: Die Strahlen aus dem abbildenden optischen System sind
divergent und stammen nur scheinbar vom Bildpunkt B. Auf einem Schirm entsteht
an der entsprechenden Stelle kein Leuchtfleck, d.h. das Bild ist virtuell.

1.8 Spiegel

Experiment: Spiegelbilder beim, Plan- Hohl- und Wolbspiegel

1.8.1 Ebener Spiegel

Experiment: Virtuelles Bild, Kerze im Wasser.

Durch Reflexion an einem ebenen Spiegel entsteht ein virtuelles, unverzerrtes Bild des Ge-
genstandes. Das Spiegelbild erscheint genauso grof§ wie der Gegenstand (1:1 Abbildung).
Bei der Spiegelung andert sich die Héandigkeit eines Koordinatensystems.

A B

Y

Abbildung 1.9: Optische Abbildung durch einen ebenen Spiegel.
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1 Geometrische Optik

1.8.2 Parabolspiegel
Im Folgenden wollen wir Abbildungen durch gekriimmte Spiegeloberflichen untersuchen.
Je nach Wélbung der Spiegeloberflache, unterscheiden wir zwei Falle:

« Konkave Spiegel (Hohlspiegel) weisen eine nach innen gewdlbte Spiegeloberflache
auf

» Konvexe Spiegel (Wélbspiegel) besitzen dagegen eine nach auflen gewolbte Spiege-
loberflache.

Wir wollen annehmen, dass die Spiegeloberflichen rotationssymmetrisch sind. Die jewei-
lige Symmetrieachse wird als optische Achse bezeichnet.

Abbildung 1.10: Konkaver Parabolspiegel.

Als erstes betrachten wir einen konkaven Parabolspiegel, dessen Form durch die Gleichung
y? = 4fx beschrieben wird. Wir nehmen nun an, dass die Lichtstrahlen parallel zur opti-
schen Achse einfallen. Wir entnehmen Abbildung [[LT0, dass der vom Punkt A ausgehende
Lichtstrahl nach der Reflexion im Punkt P die optische Achse im Punkt F' schneidet. Die
optische Wegléingeﬁ des Streckenzugs APF berechnet sich zu:

Lopt =a—z 4\ (f —2)* + 2. (1.8.1)

Mit y? = 4 fx erhalten wir Lo, = a+f = const, d.h., die optische Weglénge ist unabhéngig
von der y-Koordinate des Punktes A und somit fiir alle parallel zur optischen Achse
einfallenden Strahlen gleich. Nach dem Fermatschen Prinzip fokussiert daher ein konkaver
Parabolspiegel ein Biindel paralleler Lichtstrahlen im Brennpunkt F'. Die Grofle f wird
als Brennweite bezeichnet.

Anwendungsbeispiele fiir konkave Parabolspiegel:

2Eselsbriicke: konkav erinnert an das englische Wort cave (Hohle).
3Wir nehmen hier an, dass die Lichtstrahlen in Luft laufen (n = 1).
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1 Geometrische Optik

 Scheinwerferspiegel
« Satellitenschiissel” fiir TV-Empfang

e Parabolantenne zur Satellitenkommunikation.

1.8.3 Konkave Spiegel

Hochqualitative Parabolspiegel fiir optische Anwendungen sind schwierig und nur unter
hohen Kosten zu fertigen. In der Praxis werden daher oftmals sphéarische Spiegel verwen-
det, die sich wesentlich einfacher herstellen lassen.

/\y
R
<«—o0—0—]
X M F
S

Abbildung 1.11: Vergleich eines sphérischen Spiegels (schwarze Kurve) mit einem Parabolspiegel
(blaue Kurve).

Wir wollen zunéchst zeigen, dass fiir achsennahe Strahlen ein Parabolspiegel durch einen
sphéarischen Spiegel approximiert werden kann. Die Oberflache einer Kugel mit Radius R
wird beschrieben durch

V2 + (r — R)? = R, (1.8.2)

Durch Umformung erhalten wir:

z=R—\/R?— 2 (1.8.3)

Fiir achsennahe Strahlen (y* < R?) gilt:

2 4

_ Y Y 6
x_ﬁ_'_S—R?’—i_o(y). (1.8.4)

Ein sphérischer Spiegel wirkt in der sogenannten paraxialen Naherung also wie ein Para-
bolspiegel mit der Brennweite f = R/2. Mit zunehmendem Abstand der Strahlen von der
Achse nimmt die Brennweite des sphérischen Spiegels ab (Beweis: Ubung).
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b

wn

s L

Abbildung 1.12: Abbildung eines beliebigen Punktes G auf der optischen Achse durch einen
konkaven sphérischen Spiegel.

Als néchstes untersuchen wir die Abbildung eines beliebigen Punktes GG auf der optischen
Achse durch einen sphéarischen Konkavspiegel. Hierzu betrachten wir einen von G aus-
gehenden Lichtstrahl, der in S an der Spiegeloberfliche reflektiert wird und die optische
Achse in B schneidet (siehe Abbildung [ T2]). Aufgrund des Reflexionsgesetzes gilt fiir die
Winkel in den Dreiecken AGSM bzw AMSB:

a+y—6 = 0, (1.8.5)
at+d—pF =

Durch Umformung erhalten wir:

v+ B =20 (1.8.7)

Wir beschrianken uns nun auf achsennahe Strahlen (kleine Winkel!), fiir die die folgenden
Naherungen giiltig sind:

h
v &~ tan(y) = 7 (1.8.8)
B =~ tan(B) = %, (1.8.9)
d =~ sin(0) = % (1.8.10)

Mit Hilfe dieser Naherungen und Gleichung (IL87) erhalten wir die Abbildungsgleichung
fiir einen spharischen Spiegel:

(1.8.11)
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1 Geometrische Optik

Zur Herleitung der Abbildungsgleichung haben wir uns auf einen Strahl beschrankt. Da die
Abbildungsgleichung nicht von h abhéngt, ist sie fiir alle von GG ausgehenden, achsennahen
Strahlen giiltig. Somit wird der Punkt G in den Punkt B abgebildet.

Experiment: Zauberspiegel.

/\y
G
N\
pa O <
X M X
le
N _/
y z
B.:~
G\
F (0]
x M
S
g b

Abbildung 1.13: Geometrische Konstruktion der Abbildung fiir sphérische Konkavspiegel.

Wir betrachten jetzt die Abbildung eines endlich groBen Objekts (hier: ein Pfeil) durch
einen sphéarischen Konkavspiegel. Fiir die geometrische Konstruktion der Abbildung eig-
nen sich die folgenden ausgezeichneten Strahlen, die von der Spitze G des Objekts aus
gezeichnet werden:

o Der Strahl parallel zur optischen Achse, der nach der Reflexion durch den Brenn-
punkt F' geht (roter Strahl).

o Der schrég laufende Strahl, der vor der Reflexion F' schneidet und nach der Reflexion
parallel zur optischen Achse verlauft (blauer Strahl).
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1 Geometrische Optik

o Der Strahl, der durch den Kugelmittelpunkt M geht und in sich selbst reflektiert
wird (griner Strahl).

Fir kleine Abstdnde von der optischen Achse, schneiden sich die drei Strahlen in B, dem
Bildpunkt von G.

Wie wir Abbildung [LT3] entnehmen, miissen wir mehrere Félle unterscheiden:
e g > 2f: Das Bild ist reell, liegt zwischen F' und M, ist verkleinert und umgekehrt.

e 2f > g > f: Das Bild ist reell, befindet sich links von M, ist vergrofert und
umgekehrt.

o f > g: Das Bild ist virtuell, befindet sich rechts von O, ist vergréfiert und aufrecht.

1.8.4 Konvexe Spiegel
Man kann sich leicht davon iiberzeugen (Beweis: Ubung), dass ein konvexer sphérischer

Spiegel immer ein virtuelles Bild erzeugt. Formal konnen wir dies in der Abbildungsglei-
chung (L8TT]) durch eine negative Brennweite (f < 0) berticksichtigen.

V1

=N
=i
Zo

Abbildung 1.14: Abbildung mit einem konvexen sphérischen Spiegel.

1.9 Linsen

Eine Linse ist ein optisches Bauteil, dass Lichtstrahlen durch Brechung an den Grenz-
flichen ablenkt. Hierbei werden aus Fabrikationsgriinden zumeist Linsen aus Glas mit
sphéarischen Oberflachen verwendet. Viele optische Gerate, wie etwa Projektoren, Objek-
tive, Linsenfernrohre und Mikroskope basieren auf einer geeigneten Kombination mehrerer
optischer Linsen.
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1 Geometrische Optik

Experiment: Strahlengang durch Linsen.

1.9.1 Linsentypen

Ausgehend von der Kriimmung der Linsenflichen werden Linsen in verschiedene Typen
eingeteilt.

Bikonvex Plankonvex Bikonkav Plankonkav Meniskus
R,>0, R,<0 R, =00, R,<0 R,<0, R>0 R,=c0, R>0 R>0,R>0
£>0 >0 <0 <0

Abbildung 1.15: Bezeichnung von Linsen nach Kriimmung ihrer Flachen.

1.9.2 Brechung an einer spharischen Grenzflache

Um die Eigenschaften einer Linse zu verstehen, werden wir zunéchst die Brechung von
Licht an einer konvexen sphérischen Glasfliche zwischen zwei Medien mit Brechungsin-
dizes n; (links von der Grenzfliche) und nsy (rechts von der Grenzfliche) untersuchen.
Im Rahmen der paraxialen Naherung werden wir hierbei nur achsennahe Lichtstrahlen
zulassen, die kleine Winkel mit der optischen Achse einschliefen. Fiir die Analyse wollen
wir die hier angegebene Vorzeichenkonvention verwenden:

Positiv Negativ
g | G ist links von O G ist rechts von O
fq | Fy ist links von O F, ist rechts von O
b | B ist rechts von O B ist links von O
fo | Fp ist rechts von O Iy ist links von O
R | M ist rechts von O M ist links von O
h | P ist oberhalb der optischen Achse | P ist unterhalb der optischen Achse

Sei G ein Punkt auf der optischen Achse im Medium mit dem Brechungsindex n;. Ein von
G ausgehender Lichtstrahl trifft im Punkt P auf die Grenzfliche. Beim Ubergang in das
zweite Medium wird der Strahl gebrochen und schneidet die optische Achse im Bildpunkt
B.
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Abbildung 1.16: Brechung eines Lichtstrahls an einer konvexen Kugelflache.

Fiir optische Strahlen, die nur kleine Winkel mit der optischen Achse einschlieﬁe, ver-
einfacht sich das Brechungsgesetz zu:

N1t = NaQs. (191)
Abbildung entnehmen wir die folgenden Beziehungen zwischen den Winkeln:

ap = 7+90 (1.9.2)

ay = 6—f. (1.9.3)
Damit kann Gleichung (L9.J]) geschrieben werden als

ni(y+6) =na(0—p). (1.9.4)
Weiterhin gilt fiir p < ¢g,b im Rahmen der paraxialen Naherung:

h = (g9+p)tan(y) =gy (1.9.5)
= (b-p)tan ( )Nb/a (1.9.6)
= Rsin () ~ (1.9.7)

Einsetzen in Gleichung ([L9.4)) liefert nach einer kurzen Umformung das Abbildungsgesetz:

s T No — Ny
—+ == . 1.9.
e . (1.9.8)

Bei Beachtung der oben angegebenen Vorzeichenkonvention erhalten wir das selbe Abbil-
dungsgesetz auch fiir eine konkave sphérische Glasfliche (Beweis: Ubung).

Im Folgenden wollen wir die Lage von B in Abhéngigkeit von g diskutieren (siehe Abbil-
dung .17 ):

4Kleinwinkelniherung: sin(a) ~ o
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Abbildung 1.17: Brechung eines Lichtstrahls an einer konvexen Kugelfldche fiir verschiedene Ab-
stdnde des Gegenstands von der Grenzfliache.

+ Befindet sich G im Unendlichen (¢ = 00), so wird B in den hinteren (bildseitigen)
Brennpunkt F, (b = f,) abgebildet. Hierbei gilt fiir die bildseitige Brennweite:
no

= . 1.9.
. fb R =>fb n2_n1R ( 99)

ny U] ng — Ny

o Fiur g > Rny/ (ny — ny) erhalten wir ein reales Bild im zweiten Medium.

o Fir g = Rny/ (ny —ny) liefert das Abbildungsgesetz b = oo, d.h. der Bildpunkt
B befindet sich im Unendlichen. Diesen Punkt G bezeichnet man als den vorderen
(gegenstandsseitigen) Brennpunkt F; und den zugehorigen Abstand zur Grenzflache
als gegenstandsseitige Brennweite:

R. (1.9.10)
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o Fir g < Rny/ (ny —ny) wird b negativ, d.h., die Abbildung ist virtuell.

1.9.3 Linsengleichung

Nachdem wir jetzt die abbildenden Eigenschaften einer einzelnen sphérischen Grenzflache
verstehen, wollen wir im néchsten Schritt eine Linse mit zwei sphérischen Grenzflichen
betrachten. Das Material der Linse habe den Brechungsindex n; und ihre Dicke sei d.
Vereinfachend wollen wir annehmen, dass sich auf beiden Seiten der Linse das gleiche
Medium mit Brechungsindex n,, befindet.

N
S
~

Abbildung 1.18: Diinne Linse.

Wir berticksichtigen zunéchst nur die Brechung an der vorderen (linken) Grenzfliche. Das
Abbildungsgesetz liefert mit ny = n,, und ny = n;:

TMm ny ny — Ny

— 4+ — = . 1.9.11
g b Ry ( )
Der so entstandene Bildpunkt B; kann formal als Gegenstand fiir die Abbildung durch die
hintere (rechte) Grenzfliche angesehen werden. Fiir die zweite Abbildung gilt mit ny = ny,

ng = Ny, und go = —by + d (Vorzeichenkonvention!):
n; Ny, Ny, — Ny
— = ) 1.9.12
_bl + d + b2 R2 ( )
Durch Addition von Gleichung (L9.11)) und (L9.12)) ergibt sich:
— +— =y —np (———)+7. 1.9.13
PR IR VR - Ry () (1.9.13)

1-18



1 Geometrische Optik

Fir dinne Linsen (d — 0) in Luft (n, = 1) erhalten wir schliefilich die sogenannte
Linsenschleiferformel:

l+%:<nl_1) (L_L)_ (1.9.14)

Wir betrachten jetzt zwei Spezialfélle:
 Befindet sich G im vorderen Brennpunkt F, (¢ = f;), so wird B nach Unendlich
abgebildet (b = 00):

S Y 1 RR
1, =~ 1)<R1 R2>:>fg_(nl—1)R2—R1'

(1.9.15)

 Befindet sich G im Unendlichen (g = c0), so wird B in den hinteren Brennpunkt Fj,
(b = f,) abgebildet:

1 1

—+—:(nl_1)<§1_§2>:>fb:<

1 RlRQ
n; — 1) R2 — R1 ’

(1.9.16)

Die beiden Brennpunkte haben also den gleichen Abstand von der Linse: f, = f,. Mit der
Brennweite

1 Ri Ry

_ ] 1.9.17
f (nl — 1) R2 — R1 ( )
lautet die Abbildungsgleichung einer diinnen Linse in Luft:
! + L1 (1.9.18)
PR 9.

1.9.4 Geometrische Bildkonstruktion - Sammellinse

Wir untersuchen jetzt die Abbildung eines Objekts (hier: ein Pfeil) durch eine Sammel-
linse, z.B. eine bikonvexe Linse. Fiir die geometrische Konstruktion der Abbildung eignen
sich die folgenden ausgezeichneten Strahlen, die von der Spitze des Objekts (Punkt G)
aus gezeichnet werden:

o Der Strahl parallel zur optischen Achse, der nach der Linse durch den hinteren
Brennpunkt F}, geht (roter Strahl).

» Der schrag laufende Strahl, der durch den vorderen Brennpunkt F, geht und nach
der Linse parallel zur optischen Achse lduft (blauer Strahl).

« Der Strahl, der durch die Mitte der Linse lauft wird nicht abgelenkt (griiner Strahl).
Diese Eigenschaft des sogenannten Mittelpunktsstrahls kann ganz einfach mit Hilfe
der Matrizenoptik bewiesen werden (siehe Abschnitt [LT0.5)
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s
os)
=
v

(©) (d)

Abbildung 1.19: Geometrische Konstruktion der Abbildung fiir eine Sammellinse.

Die so konstruierten Strahlen schneiden sich in B, dem Bildpunkt von G.

Das Verhaltnis von Bildgrofie hy und Gegenstandsgrofie h, bestimmt die transversale
VergroBerung V;:

v, = L. (1.9.19)

V,=——| (1.9.20)

Erzeugt die Abbildung ein reales Bild, so ist V; negativ und das Bild des Pfeils steht
auf dem Kopf. Bei einer virtuellen Abbildung ist V; positiv und das Bild des Pfeils steht
aufrecht. Zusammenfassend erhalten wir fiir eine Sammellinse (f > 0):

Gegenstandsweite | Bildweite | Abbildungstyp | transversale Vergrofierung
2f <g< oo f<b<2f reell —1 < V; <0, verkleinert
g=2f < o0 b=2f reell Vi=-1
f<g<2f 2f <b< o0 reell V, < —1, vergroflert

g=1f b — oo - -
g<f b< —g virtuell V, > 1, vergroflert
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1.9.5 Geometrische Bildkonstruktion - Streulinse

Abbildung zeigt die geometrische Konstruktion der Abbildung fiir den Fall einer
Streulinse. Hier ist zu beachten, dass der gegenstandsseitige Brennpunkt Fg; hinter der
Linse und der bildseitige Brennpunkt Fp vor der der Linse liegt. Unabhéngig von der
Gegenstandsweite g ist die Abbildung virtuell.

\

>
v

Abbildung 1.20: Geometrische Konstruktion der Abbildung fiir eine bikonkave diinne Linse.

Fiir eine Streulinse (f < 0) gilt:

Gegenstandsweite Bildweite Abbildungstyp | transversale Vergrofierung
0<g<oo —|fl<b<0 virtuell 0 < V; < 1, verkleinert

1.9.6 Linsenfehler

Die bisherigen Uberlegungen und Formeln zur Abbildung mit Linsen sind nur im Rahmen
der paraxialen Néherung streng giiltig. Fiir achsenferne Strahlen oder fiir Strahlen, die
die optische Achse unter einem grofien Winkel schneiden, treten Abbildungsfehler auf.
Zusatzlich spielen die Materialeigenschaften eine Rolle.

Chromatische Aberration

Experiment: Chromatische Aberration.

Der Brechungsindex eines Materials dndert sich mit der Farbe des Lichts. Dieser Effekt
wird in der Optik Dispersion genannt. Da die Brennweite einer Linse vom Brechungsin-
dex des Linsenmaterials abhéngt, werden verschiedenfarbige Lichtstrahlen durch die Linse
unterschiedlich gebrochen. Diesen Linsenfehler nennt man chromatische Abberation. Sie
kann durch die geeignete Kombination von Linsen aus Glasern mit unterschiedlicher Di-
spersion teilweise korrigiert werden.
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Sphadrische Aberration

Experiment: Sphérische Aberration.

Aufgrund der Form der Linsenoberflichen hédngt die Brennweite einer sphérischen Lin-
se vom Abstand der Strahlen von der optischen Achse ab. Bei einer Sammellinse weist
ein achsenferner Strahl eine kleinere Brennweite auf als ein achsennaher Strahl. Ein par-
alleles Strahlenbiindel wird daher nicht in einen Punkt fokussiert. Die Grenzfldche des
fokussierten Strahlenbiindels wird als Kaustik bezeichnet.

z ; Kaustik%

Die Koma (von lat. coma, Schopf, Schweif) tritt bei Strahlenbiindel auf, die eine Linse
schief durchlaufen. In diesem Fall werden die verschiedenen Strahlen auf verschiedene
Punkte der Bildebene abgebildet. Das Bild einer punktformigen Lichtquelle fiihrt dabei
zu einer ,verwaschenen Bildkurve®.

=1

=

Koma

Experiment: Koma.
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Astigmatismus

Experiment: Astigmatismus.

Lauft ein Strahlenbiindel schrag durch eine Linse, so werden die Strahlen der Meridian-
Ebene (Ebene definiert durch die optische Achse und den Mittenstrahl des Biindels) und
der Sagittal-Ebene (Ebene senkrecht zur Meridian-Ebene die den Mittenstrahl enthélt)
in unterschiedliche Bildpunkte abgebildet. Die Querschnittsfliche des Strahlenbiindels ist
hinter der Linse nicht mehr konstant.

X, X, X, X, X,
y 7
/ /
_— - 5
Seitenansicht
— X
z
Draufsicht E T — ﬁt
> X

y y y y y
Strahlprofil ze%— ze% ze% z<—T— ze@—
XI XZ X3 X4 XS

1.10 Matrizenoptik

1.10.1 Strahlvektor und ABC D-Matrix

Der Verlauf von Lichtstrahlen durch komplizierte optische Systeme kann effizient mit Hilfe
der Matrizenoptik berechnet werden. Wir nehmen hierbei an, dass die paraxiale Naherung
glltig ist. Ein Lichtstrahl wird fiir jeden Punkt x der optischen Achse durch den Abstand
r(x) von der optischen Achse und den Neigungswinkel ¢(z) gegen die optische Achse
charakterisiert. Wir definieren, dass r(x) positiv (negativ) ist, wenn der Lichtstrahl fiir
diesen Wert von x oberhalb (unterhalb) der optischen Achse verlauft. Das Vorzeichen
des Neigungswinkels wird positiv (negativ) gezdahlt, wenn der Lichtstrahl eine positive
(negative) Steigung aufweist.
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Im Folgenden fassen wir den Abstand r(x) und den Neigungswinkel ¢(x) relativ zur

optischen Achse zum Strahlvektor s(x) zusamment):

. ( ; ) _ (1.10.1)

Der Einfluss eines optischen Elements auf Lichtstrahlen kann durch eine 2 x 2-Matrix M
(ABC D-Matrix) beschrieben werden:

sy = Ms,, <;Z>:(é g)(;) (1.10.2)

Hierbei ist s; der Strahlvektor direkt vor und sy der Strahlvektor direkt hinter dem opti-
schen Element.

Die ABC' D-Matrix einer Abfolge von j optischen Elementen kann durch einfache Matrix-
multiplikation berechnet werden:

A B . Aj Bj A2 BQ Al Bl (1 10 3)

¢ D) \C; D Cy Dy Cy Dy ) o
Hierbei ist die Reihenfolge der optischen Elemente bei der Matrixmultiplikation unbedingt
zu beachten.

1.10.2 Propagation in einem homogenen Medium

Abbildung 1.21: Propagation eines Lichtstrahls in einem homogenen Medium.

Als erstes leiten wir die ABC D-Matrix fiir die Propagation eines Lichtstrahls in einem
homogenen Medium her. Der Strahlvektor am Anfang der Strecke sei gegeben durch:

s = ( o ) . (1.10.4)

5Der Strahlvektor ist kein Vektor im mathematischen Sinn sondern nur eine kompakte Schreibweise.
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In homogenen Medien breitet sich ein Lichtstrahl geradlinig aus, so dass sich sein Nei-
gungswinkel nicht andert:

P2 = 1. (1.10.5)

Nachdem ein Lichtstrahl die Strecke d entlang der optischen Achse zurtickgelegt hat, ist
sein Achsenabstand in paraxialer Naherung gegeben durch:

Ty =711+ P1d. (1.10.6)

Die beiden letzten Gleichungen kénnen in Matrixschreibweise zusammengefasst werden

(%ZZ):((llcli)(;) (1.10.7)

1.10.3 Brechung an einer ebenen Grenzflache

0,
V(pl ré‘/'
I.l I.2
N
7z
nl nZ

Abbildung 1.22: Brechung eines Lichtstrahls an einer ebenen Grenzfliche.

Wir wollen als néchstes die ABC D-Matrix fir die Brechung eines Lichtstrahls an einer
ebenen Grenzfliche bestimmen. Bei der Brechung an der Grenzflache éndert sich nicht
der Abstand des Strahls zur optischen Achse. Es gilt also:

Ty =T1. (1.10.8)

Der Neigungswinkel des Strahls im zweiten Medium folgt aus dem Brechungsgesetz. In
paraxialer Naherung gilt:

P2 = —p1. (1.10.9)

Die beiden Gleichungen lassen sich in Matrixschreibweise zusammenfassen zu:

((222):((1]23)(;11) (1.10.10)
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A\

Abbildung 1.23: Brechung eines Lichtstrahls an einer sphérischen Grenzflache.

1.10.4 Brechung an einer sphdrischen Grenzflache

Wir wollen nun die ABC D-Matrix fiir die Brechung eines Lichtstrahls an einer sphérischen
Grenzflache bestimmen. Abbildung [[L23] entnehmen wir:

Ty =T1 (1.10.11)

und

Q) — 1 =0 — P2 = iy (1.10.12)
R

Hierbei ist ¢y negativ, da der Winkel im Uhrzeigersinn von der optischen Achse aus
gemessen wird. Weiterhin haben wir im letzten Schritt ausgenutzt, dass fiir achsenahe
Strahlen die Naherung sin(ag — p2) = ag — s gilt. Zusammen mit dem Brechungsgesetz

in paraxialer Naherung (nja; = nsaw) finden wir nach einer kurzen Rechnung:

ni ny —nam
Yo = —p1 —.
) No R

(1.10.13)

In Matrixschreibweise wird dies zu :

( " ) - < R ) ( " ) (1.10.14)
P2 "R ma ¥1

1.10.5 ABC D-Matrix einer Linse

Eine Linse kann als die Abfolge von drei optischen Elementen betrachtet werden: Die
Brechung an der vorderen sphérischen Grenzfliche gefolgt von der Propagation in der

1-26



1 Geometrische Optik

Linse und der Brechung an der hinteren sphérischen Grenzfliche. Die ABC D-Matrix
einer spharischen Linse der Dicke d aus einem Material mit Brechungsindex n in Luft
kann durch Matrixmultiplikation berechnet werden zu:

(AB)_(I 0><1d><1 0)
“ P R AURVAS
1_(n71)d d
- (—(n—l)(l " M) 1+(nn1)d>~ (1.10.15)

Ist die Linse diinn (d — 0), so erhalten wir mit % =(n-1) (— - —):
A B 1 0
(C D):(_% 1). (1.10.16)

Die Abbildung mit einer diinnen Linse kann durch die folgende Matrix beschrieben wer-

den:
A B 1 b 1 0 1 —b gyp-— Y
(en)=(o ) (5 V)0 t)-(" 7). e
f f

Bei der Abbildung darf der Ort des Bildpunktes nicht vom Winkel ¢; des ausgehenden
Strahls abhangen, d.h. wir miissen

b
B=g+b-2 =0 (1.10.18)

f

fordern. Aus dieser Bedingung folgt durch triviale Umformung die Abbildungsgleichung
einer diinnen Linse:

1 1 1
o= (1.10.19)

g b [

1.10.6 ABC'D-Matrix eines abbildenden Systems

Wir betrachten jetzt ein abbildendes System der Dicke d, das durch die Matrix

M = < ? g ) (1.10.20)

charakterisiert wird. Um die Abbildungsgleichung des Systems zu bestimmen rechnen wir
zunachst die ABC D-Matrix der Abbildung aus:

ABY (1 d\(AB\(1d
cp) - \o1)leDp)lo1
A+dC B+ dyA+ dD + dydyC

- < - Dt ) (1.10.21)
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Hierbei sind d, und d; die Abstdnde des Gegenstands und des Bildpunktes von der Vor-
derseite bzw. von der Riickseite des abbildenden Systems.

Es laBt sich zeigen (hier ohne Beweis), dass die Determinante dieser ABC D-Matrix den
Wert Eins besitzt. Zusammen mit der Bedingung B = 0 folgt AD = 1 und damit

(A+dC)(D+d,C) =1 (1.10.22)
Eine kurze Umformung liefert mit f = —1/C:

2= (fA=d) (fD~d,)
= (f=ld+ A=A —ldg+ (1 =D)f]). (1.10.23)

Als néchstes fiihren wir die sogenannten Hauptpunkte P; und P, ein. Der Abstand des
Hauptpunkts P; zur vorderen Grenzfliche des abbildenden Systems ist definiert als

pg=(1—-D)f. (1.10.24)
Der hinteren Hauptpunkt P, befindet sich im Abstand
pw=1—-A)f (1.10.25)

von der hinteren Grenzfliche des abbildenden Systems. Mit Hilfe dieser Groflen kann
Gleichung (LI0.23]) geschrieben werden als

1 1 1
L (1.10.26)

+ =

dg + Pg db + Db f
Das abbildende System verhélt sich exakt wie eine diinne Linse der Brennweite f, wenn
wir die Gegenstandsweite g = d,; 4 p, und Bildweite b = d;, + p, auf die Hauptpunkte P,
und P, beziehen.

Dicke Linsen

Kann die Dicke d einer sphérischen Linse nicht vernachlissigt werden, so folgt mit Hilfe
von Gleichung (LI0.I5):

1 1 1 (n—1)d

—=n-1)|=—-—=—+—=]. 1.10.27
f (n ) <R1 Ry * nl Ry ) ( )

Die Entfernung der Hauptpunkte von den Linsengrenzflichen ist definiert durch die Glei-
chungen (LI0.24) und (LIO2H). Zusammen mit Gleichung (LI0TI5) finden wir:

Py = —%ﬁ (1.10.28)
m = %. (1.10.29)
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Abbildung 1.24: Abbildung mit einer dicken Linse. P und P, sind der vordere und hintere
Hauptpunkt der Linse.

Beispiel: Bikonvexe Linse

e R =20cm

e Ry =—-30cm

e d=1cm

e n=15
Einsetzen liefert:

e f=242cm

e pg=2.7mm

e pp = 4.0mm

Experiment: Kugellinse.

Beispiel: Kugellinse

e Ri =R
e Ry=—-R
e d=2R
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Berechnung der Brennweite:

I I 1 (n—-1)2R\ (n—-1)(2n (n—1)2
——<”—1><§+§— R >— " (E‘T)
_ (n—-1)2
T E
I

Berechnung der Hauptpunkte:

(n—l)f2R: (n—1)2R nR

Ps = nR nR  2(n—1) R
(n—1) f2R B
Po nR B

Die beiden Hauptpunkte fallen mit dem Kugelmittelpunkt zusammen. Fir n > 2 liegen
die Brennpunkte innerhalb der Kugellinse.

Linsensysteme

Als néchstes untersuchen wir ein System aus zwei diinnen Linsen mit Brennweiten f; und
f2 im Abstand d. Die zugehorige ABC D-Matrix berechnet sich zu:

(en) = (5 3) 60050

1—4 d
- ( _1 Lfi 4 1_4d ) . (1.10.30)
fi f2 fifa fo

Die Brennweite des Linsensystems folgt aus

1 1 d
= T ih (1.10.31)

1
f

Fiir die geometrische Bildkonstruktion vernachlassigen wir zunachst die zweite Linse. Das
von der ersten Linse erzeugte Bild dient dann als Gegenstand fiir die Abbildung mit der
zweiten Linse. Filir den zweiten Schritt eignen sich insbesondere die Strahlen durch das
Zentrum und den hinteren Fokus der zweiten Linse (siehe Abbildung [[25]).
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Abbildung 1.25: Geometrische Bildkonstruktion fiir ein System aus zwei Linsen.

1.11 Optische Systeme

1.11.1 Das Auge

Das menschliche Auge ist ein adaptives optisches Instrument. Durch den Augenmuskel
kann die bikonvexe Augenlinse verformt werden (Anderung der Brennweite), so dass Ge-
gensténde in verschiedenen Abstéanden scharf auf die Netzhaut (fixe Bildweite b = 22 mm)
abgebildet werden:

 Entspanntes Auge (Blick ins Unendliche): Gegenstandsbrennweite f, = 17 mm, Bild-
brennweite f, = 22 mm.

o Betrachten eines nahen Gegenstandes in der minimale Gegenstandsweite gy, =
100 mm: f;, = 14mm und f, = 19 mm.

Ein Gegenstand kann ohne Ermiidung betrachtet werden, wenn die Gegenstandsweite
nicht kleiner als die deutliche Sehweite sy = 25 cm ist. Die deutliche Sehweite dient in der
Mikroskopie als Bezugsgrofle.

Kurz- und Weitsichtigkeit

Kann der Augenmuskel die Linse nicht hinreichend strecken, so ist f, zu klein und das
scharfe Bild des Gegenstandes liegt vor der Netzhaut. Man spricht in diesem Fall von
Kurzsichtigkeit. Wird die Augenlinse hingegen nicht mehr geniigend gekriimmt, so liegt
das scharfe Bild des Gegenstandes hinter der Netzhaut und es liegt Weitsichtigkeit vor.
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Augenmuskel

Hornhaut

Iris

Pupille

vordere
Augenkammer

Linse

Sehnerv

Netzhaut

Glaskorper

Abbildung 1.26: Schematischer Aufbau des menschlichen Auges (Quelle: Wikipedia, modifiziert).

Kurz- und Weitsichtigkeit konnen durch eine geeignete Streu- bzw. Sammellinse korrigiert

werden (siche Abbildung [[.27).

Sehwinkel

Die subjektiv wahrgenommene Grofle eines Gegenstandes wird durch den Winkel 8 zwi-
schen den Lichtstrahlen, die von den Randpunkten des Gegenstandes ausgehen, bestimmt.
Fiir einen Gegenstand mit Durchmesser D im Abstand g gilt:

1D D
tan (g) = 34 = [~ 7 (1.11.1)

Der kleinste vom Auge noch auflosbare Sehwinkel betragt S, ~ 1. Zwei Objektpunkte
kénnen mit blofem Auge in der deutlichen Sehweite noch aufgelost werden, wenn ihr
Abstand grofler als Ay, & So0min = 73 pm ist.

1.11.2 Die Lupe

Die Lupe ist eine Sammellinse mit kurzer Brennweite f die zwischen Auge und Gegenstand
gehalten wird. Sie kann dazu genutzt werden um den Sehwinkel, unter dem ein Gegenstand
wahrgenommen wird, zu vergrofern. Die Winkelvergroflerung V- ist definiert als

Sehwinkel mit Lupe

VW_

= . 1.11.2
Sehwinkel ohne Lupe ( )
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Kurzsichtigkeit

Korrekturlinse

Weitsichtigkeit

ohne
mit

Korrekturlinse

Abbildung 1.27: Kurz- und Weitsichtigkeit mit Korrektur durch eine geeignete Streu- bzw. eine
Sammellinse.

Netzhaut

Abbildung 1.28: Definition des Sehwinkels.

Ohne Lupe ist der Sehwinkel gegeben durch:
h
By ~ 2. (1.11.3)
S0

Bei der Verwendung einer Lupe erscheint der Gegenstand unter dem Sehwinkel:

gl (1.11.4)

b
L
Damit erzielen wir durch eine Lupe die Winkelvergréflerung:

hbSO
Vie — _ 1.11.5
W= ( )
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Ohne Lupe

Mit Lupe A

k—f—>

NN

S L/ >I
Abbildung 1.29: Vergréflerung des Sehwinkels mit der Hilfe einer Lupe.

Mit hy/hy = —b/g (Vorzeichenkonvention!) und der Abbildungsgleichung einer diinnen
Linse (LOIY) folgt:

S R I P el
VW__g—L_<1 f)L_<1+ 7 )L. (1.11.6)

Stellt man den Gegenstand in den Brennpunkt der Linse, so erzeugt die Linse ein virtuelles
Bild im Unendlichen (L — oo) mit der WinkelvergroBerung

Vip = 20| (1.11.7)

Beispiel
f =2cm, sg = 25 cm, Gegenstand im Brennpunkt der Linse — V' = 12.5.
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1.11.3 Das Mikroskop

Das Mikroskop ist ein optisches Gerat zum Betrachten kleiner Gegenstédnde. Es besteht
im Prinzip aus zwei Linsen. Die erste kurzbrennweitige Linse (Objektiv) bildet den Ge-
genstand in die Brennebene der zweiten Linse (Okular) ab. Diese erzeugt ein virtuelles
Bild des Gegenstandes im Unendlichen, das mit entspanntem Auge betrachtet werden
kann.

Objekt Objektiv Zwischenbild Okular Auge

Abbildung 1.30: Strahlengang in einem Mikroskop.

Wir betrachten zunéchst die Abbildung des Gegenstandes durch das Objektiv. Durch Ver-
wendung der Linsengleichung fiir das Objektiv erhalten wir mit der Definition 6 = ¢g — fi:

1 1 1
L g b g—fi 0
Typischerweise gilt § < fi, so dass die Bedingung |h,| > |h,| erfillt ist.

(1.11.8)

Das Okular wird als Lupe fiir das Zwischenbild verwendet. Fiir den zugehorigen Sehwinkel
folgt mit |hy|/|hy| = b/g:

h hg|b
~ 1ol _ 1lb (1.11.9)
f2 9/
Die Winkelvergrofierung des Mikroskops berechnet sich mit
h
Bo ~ Il (1.11.10)
S0
Zu:
hg|b b
Vi = 2 = ot 50 bso (1.11.11)

Bo - gfe w B gf>
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Die Tubuslange t ist definiert als der Abstand zwischen dem bildseitigen Brennpunkt des
Objektivs und der Zwischenbildebene:

t=b—f. (1.11.12)

In vielen Mikroskopen wird eine Tubusldnge von ¢ = 160 mm verwendet. Mit ¢ ~ b und
g =~ f; erhalten wir schliefSlich

tSO

Viw = ——. 1.11.13
YRR (A113)
Fir Mikroskopobjektive wird normalerweise eine Mafstabszahl Moy,; angegeben mit
t
Moy; = —. (1.11.14)
hi

Beispiel
20x Objektiv und Normtubus (f = 160 mm) = f; = 8 mm.

Entsprechend ist die Mafistabszahl Mgy, des Okulars definiert als:

Moy = 2. (1.11.15)
fo

Beispiel
10x Okular = fo = 25 mm.

Die Winkelvergroflerung eines Mikroskops ist gegeben durch das Produkt der Maflstabs-
zahlen von Objektiv und Okular:

Viv = Mopj Mok | (1.11.16)

1.11.4 Das Fernrohr

Das Fernrohr dient zur Vergroflerung weit entfernter Objekte. Es besteht im Prinzip aus
zwei Linsen. Die erste langbrennweitige Linse erzeugt ein reelles Zwischenbild des Gegen-
standes, das mit der zweiten als Lupe dienenden Linse betrachtet wird.

Keplersches Fernrohr
Wir betrachten zunéchst ein Fernrohr aus zwei Sammellinsen (Keplersches Fernrohr), bei

dem der bildseitige Fokus der ersten Linse mit dem gegenstandsseitigen Fokus der zweiten
Linse zusammenfallt.
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L fl \I,fZ\I
F

T
|
I
1
T
1
1
1
I
1
1
1
1
1
1

Keplersches Fernrohr

Abbildung 1.31: Strahlengang eines Keplerschen Fernrohrs.

Wir nehmen jetzt an, dass g > fi. Der Sehwinkel ohne Fernrohr betragt:

N —. 1.11.17
o+ ( )
Mit Fernrohr ist der Sehwinkel:
h
B2, (1.11.18)
f2
Damit erhalten wir folgende WinkelvergroBerung des Keplerschen Fernrohrs:
Vi = ﬁ (1.11.19)
fo

Wie man Abbildung[L.3T]entnehmen kann erzeugt das Keplersche Fernrohr ein umgekehr-
tes Bild des Gegenstandes.

Galileisches Fernrohr

Beim Galileischen Fernrohr wird die zweite Sammellinse durch eine Streulinse ersetzt. Die
beiden Linsen werden so angeordnet, dass die bildseitigen Brennpunkte zusammenfallen.
Diese Anordnung erlaubt eine aufrechte Betrachtung des Objekts.

Eine analoge Betrachtung ergibt fiir die Winkelvergrolerung des Galileischen Fernrohrs:

_
|f2l

Viv (1.11.20)
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Galileisches Fernrohr

Abbildung 1.32: Strahlengang eines Galileischen Fernrohrs.
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2 Die elektromagnetische Theorie des
Lichts

In diesem Kapitel wollen wir die Grundlagen der elektromagnetischen Theorie des Lichts
entwickeln. Ausgehend von den Maxwell-Gleichungen werden wir Licht als elektromagne-
tische Welle beschreiben und dessen Ausbreitung in einfachen Medien diskutieren. Daran
anschlieBend werden wir optische Impulse und Strahlen untersuchen. Die typischen op-
tischen Eigenschaften von dielektrischen Materialien und Metallen werden wir dann im
Rahmen zweier klassischer Modelle behandeln. Am Ende des Kapitels werden wir Licht-
streuung als Abstrahlung von elektrischen Dipolen diskutieren.

2.1 Maxwell-Gleichungen

Wir wollen im Folgenden elektromagnetische Phénomene in Materie, etwa einem Stiick
Glas, betrachten. Aus mikroskopischer Sicht ist dies ein hoffnungslos erscheinendes Unter-
fangen, da wir in einem typischen Festkorper die Wechselwirkung von elektromagnetischen
Feldern mit etwa 10%* Ladungstragern pro Kubikzentimeter berticksichtigen miissten. Eine
wesentliche Vereinfachung lédsst sich erzielen, wenn wir anstatt der rdumlich und zeitlich
schnell variierenden mikroskopischen elektromagnetischen Felder die entsprechenden ge-
mittelten makroskopischen Grofien betrachten. Dieses Vorgehen ermoglicht es uns in der
Optik einen Festkorper lokal als homogenes Medium zu betrachten, dessen Eigenschaften
durch wenige Materialparameter charakterisiert werden konnen. Elektromagnetische Pha-
nomene in Materie lassen sich im Rahmen dieser Nédherung durch die makroskopischen
Maxwell-Gleichungen beschreiben:

V-D(r,t) = o(rt), (2.1.1)
VxE(r,t) = —B(r,t), (2.1.2)
V-B(r,t) = 0, (2.1.3)
VxH(r,t) = jrt)+D(rt). (2.1.4)

Weiterhin gilt definitionsgemaf:

D(r,t) = eE(r,t)+P(r,t), (2.1.5)
H(r,t) = #—M(r,t). (2.1.6)
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2 Die elektromagnetische Theorie des Lichts

Im internationalen Einheitensystem haben die hier angegebenen makroskopischen Grofien
die folgenden Einheiten:

o Elektrische Feldstéirke: [F] = Vm™!

o Elektrische Flussdichte: [D] = A sm™2
« Magnetische Flussdichte: [B] = Vsm™
« Magnetische Feldstérke: [H] = Am™!

o Freie Stromdichte: [j] = Am™2

« Magnetisierung: [M] = Am™!

o Elektrische Polarisation: [P] = A sm™2
o Freie Ladungsdichte: [g] = Asm™

« Dielektrizitatskonstante des Vakuums: ¢g = 8.8542 x 1072 AsV~Im™!
« Magnetische Permeabilitit des Vakuums: pg = 47 x 1077 Vs A~ tm™!

Zusatzlich zu den Maxwell-Gleichungen benoétigen wir noch eine Beschreibung der
materialspezifischen optischen Eigenschaften. Wir wollen hier zunéchst die elektrische
Polarisation P (r,t) betrachten, die als das Dipolmoment pro Volumen definiert ist. Fiir
kleine elektrische Feldstiarken gilt (oftmals):

P(r,t) = e / Xe (t — ) E (r,t) dt'. (2.1.7)

In diesem Ansatz wird die Antwort des Materials auf ein aufleres elektrische Feld durch
die elektrische Suszeptibilitdt x. (t —¢') beschrieben. Wir haben hier vereinfachend an-
genommen, dass X, (t —t') ein Skalar ist und somit P | E. Diese Annahme gilt z.B.
nicht fiir uniaxiale oder biaxiale Kristalle (siehe Kapitel d]). Im Allgemeinen ist X, (t — t')
ein Tensor 2. Stufe und P }t E. Weiterhin konnen fiir grofie elektrische Feldstarken auch
Terme P o E?, P o< E3, ... auftreten. Die daraus resultierenden Phinomene werden im
Rahmen der nichtlinearen Optik behandelt.

Experimente: Kristall aus Kalkspat, griiner Laserpointer.

Gleichung (2I.7) kann weiter vereinfacht werden, wenn wir uns auf monochromatische
elektrische Felder der Form E (r,t) = E(r)cos(wt + ¢) beschranken. In diesem Fall
empfiehlt sich ein Wechsel von der Zeitdoméne in die Frequenzdoméne mittels Fourier-
Transformation:

flw)=F Ly = [ fweat. (2.18)
Die zugehorige Riicktransformation ist gegeben durch:

fity=r"{ f(w)}:% / Flw)e ™ dw. (2.1.9)
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Durch Anwendung des Faltungssatzes der Fourier-Transformation auf F {P (r,t)} erhal-
ten wir:

P (r,w) =eyxe (W) E (r,w). (2.1.10)

Hier sind P (r,w), E (r,w) und x. (w) die Fouriertransformierten von P (r,¢), E (r,¢) und
Xe (t). Da sowohl E (r,t) als auch P (r,t) als Messgrofien reellwertig sind, muss auch y.(t)
eine reellwertige Grofe sein. Aus x%(t) = x.(t) folgt zusammen mit den Eigenschaften der
Fouriertransformation, dass x.(w) = x(—w) gilt.

Gleichung (Z.T1.3]) besitzt in der Frequenzdoméne die folgende, einfache Form:

D(r,w) =¢E(r,w) +P(r,w) = ee(w) E(r,w). (2.1.11)
Hier haben wir im letzten Schritt die dielektrische Funktion

e(W) =1+ xe (w) (2.1.12)

eingefiihrt.

Analog konnen wir die Magnetisierung M (r, w) mit Hilfe der magnetischen Suszeptibilitat
Xm (w) schreiben als:

M (r,w) = xm (W) H (r,w). (2.1.13)
Gleichung (ZT.6) nimmt damit in der Frequenzdoméne die folgende Form an:

B (r,w) = puoH (r,w) + oM (r,w) = pop (w) H (r,w) . (2.1.14)
Hierbei ist

p(w) =14 xm (w) (2.1.15)

die sogenannte magnetische Permeabilitét.

2.2 Elektromagnetische Wellen

2.2.1 Wellengleichung

Eine wichtige Konsequenz der Maxwell-Gleichungen ist die Existenz von elektromagne-
tischen Wellen. Zur Ableitung der Wellengleichung gehen wir von den makroskopischen
Maxwell-Gleichungen aus. Zunéchst wenden wir Vx auf Gleichung (2.I.2) an und erhal-
ten:

LBt

VxVXxE(r,t)=-V By

(2.2.1)
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Im néchsten Schritt vertauschen wir die Reihenfolge von /0t und V x:
VxVXxE(,t)=-0/0t(V xB(r,t)). (2.2.2)

Durch Substitution von Gleichung (ZL6) und (ZI14) in Gleichung (Z22) erhalten wir
die Wellengleichung fiir das elektrische Feld:

2 2

VxVxE (r,t )+M0€08E57t(;,t) = —,uoaféig’)—uogt (r,t)—poV x 8MT(tnt) (2.2.3)

Anhand einer analogen Ableitung erhalten wir die folgende Wellengleichung fiir das ma-
gnetische Feld:

O*H (r,t) OP (r,t) O*M (r,t)
o2 or Mo
Die beiden Wellengleichungen (2.2.3]) und (2.2.4]) sind unabhéngig von den jeweiligen Ma-
terialeigenschaften giiltig. Die Terme auf den rechten Seiten der beiden Wellengleichungen

wirken als Quellen fiir elektromagnetische Strahlung.

V xV xH(r,t)+ poeo =Vxj(r,t)+Vx . (2.2.4)

2.2.2 Mathematischer Einschub
Eindimensionale Wellengleichung

Als erstes zeigen wir, dass die eindimensionale homogene Wellengleichung

v 1 0°

ﬁ — Eﬁ. (2.2.5)
Losungen der Form

U (z,t) = f(x —vt) (2.2.6)

besitzt. Hierbei ist f(z) eine beliebige zweimal differenzierbare Funktion.

Wir berechnen die rdumlichen und zeitlichen Ableitungen der Wellenfunktion W. Mit
u_ = x — vt, erhalten wir:

o of du_  Of

or  Ou. 0r  Ou_ (227)
A\ 0 [0V 0 (Of\]| Ou_ 0 f

~ o %(%)‘[a (%)] r ot (2.28)
ov _ of ow __ of
ot ou. ot ou (2:2.9)
U of o (of\] ou_ 0 of

= aE 6t<8t> [ﬁ (E)]W“” [ﬁ (‘“ﬁ (2.2.10)

82f
= v (2.2.11)
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2 Die elektromagnetische Theorie des Lichts

Der Vergleich zeigt:
Pv 100

I |
£ s
> s
7.
Ax =V At '
=
<
+O
L f(x-v[t,+At])
<
B-‘ |-
X, X, +AX X

Abbildung 2.1: Eine nach rechts laufende Welle.

Analog lasst sich zeigen, dass g (x 4 vt) ebenfalls die Gleichung (Z23)) erfiillt. Die Losun-
gen der Wellengleichung konnen wir wie folgt interpretieren:

o f(x —wt) ist eine mit der Geschwindigkeit v nach rechts laufende Welle konstanter
Form.

e g(z+ vt) ist eine mit der Geschwindigkeit v nach links laufende Welle konstanter
Form.

Experiment: Seilwelle.

Da die Wellengleichung (2.2.5]) eine lineare Gleichung ist gilt das Superpositionsprinzip:
Sind ¥y und W, zwei unabhéngige Losungen der Wellengleichung, dann ist auch (W + W,)
eine Losung. Wellen kénnen also tiberlagert werden. Die gesamte Wellenfunktion ergibt
sich aus der algebraischen Summe aller Wellenfunktionen an einem bestimmten Ort zu
einem Zeitpunkt. Das Superpositionsprinzip bildet die Grundlage vieler Wellenphdnome-

ne.

Harmonische Wellen

Wir untersuchen im Folgenden harmonische Wellen der Form

U (x,t) = Asin (kz — wt + ¢p) . (2.2.13)
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Hierbei ist
A . Amplitude.
k : Wellenzahl.
w : Winkelgeschwindigkeit.
o : Anfangsphase.

V \/ \l
NN\ /
IV VAR VA

Abbildung 2.2: Eine harmonische Welle.

Einsetzen der Wellenfunktion (2.2.13)) in die Wellengleichung (2.2.5]) liefert:

w
= —. 2.2.14
=2 (22.14)

Harmonische Wellen sind sowohl raumlich als auch zeitlich periodische Funktionen. Die
raumliche Periode wird als Wellenlénge A bezeichnet. Aus V(z,t) = ¥(z £ A, t) folgt:

k\ = 2r. (2.2.15)
Fiir die zeitliche Periode T ergibt sich aus V(x,t) = V(z,t £ T):
wT = 2. (2.2.16)

Die Frequenz der harmonischen Welle ist definiert als:

1 w
- = — 2.2.17
ST o ( )
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Die mathematische Behandlung der Wellengleichung vereinfacht sich oftmals durch die
formale Einfiihrung einer komplexen Wellenfunktion:

U (z,t) = Alcos (kx — wt + o) + 1sin (kz — wt + py)] = Ae'ka=+1), (2.2.18)

Hierbei ist A = Ae*#° die komplexe Amplitude. Es ist dabei zu beachten, dass im Rahmen
der Elektrodynamik allerdings nur R (¥) physikalisch relevant ist .

Ebene Wellen

Wir betrachten jetzt die vektorielle, dreidimensionale, homogene Wellengleichung;:
0*W N 0*W N PV 10°w
ox2  Oy? 022 % o2

(2.2.19)

¥ ist jetzt ein Vektorfeld. Jede der drei kartesischen Komponenten V;, j = z,y, z ist eine
Losung der skalaren, dreidimensionalen Wellengleichung:

TIPS TR i T

Ox? oy? 922 2 0 (2:2:20)
Ebene Wellen der Form
U (r,t) = Aetlharthyythez—ot) _ A giller—wt) (2.2.21)

sind Losungen der vektoriellen, dreidimensionalen, homogenen Wellengleichung. Hier ist
A der komplexwertige, konstante Amplitudenvektor und k = (k,, ky, k,) der Wellenvektor.

Zu jedem beliebigen Zeitpunkt ¢ = ¢’ stehen die Ebenen konstanter Phase ¢ = k - r—wt’' =
const senkrecht zu k. Die Wellenfunktion ist in einer Ebene konstanter Phase zu einem
gegebenen Zeitpunkt konstant. Der Abstand zweier benachbarter Ebenen mit der selben
Phase zu einem gegebenen Zeitpunkt definiert die Wellenldange A . Die Ebenen konstanter
Phase bewegen sich mit der Phasengeschwindigkeit

ase = —€ 2.2.22
VPh |k|ek ( )

in die Richtung des Wellenvektors.

2.2.3 Ebene Wellen in Vakuum

Nach diesem mathematischen Einschub wollen wir elektromagnetische Wellen in Vakuum
untersuchen. Mit P = 00M = 0,V -E = 0,j = 0,0 = 0 sowie der Vektoridentitat
V X Vx = —V? + VV- vereinfacht sich Gleichung (ZZ3) zu:

2
V2E (r,t) — Moeoagig’t) ~0. (2.2.23)
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Wir betrachten im Folgenden harmonische ebene Wellenl!:

E(r,t) = Eyjekoret (2.2.24)
B(r,t) = Byelkor—«t (2.2.25)

mit konstanten Amplitudenvektoren Eq und By. Harmonische ebene Wellen sind eine
Idealisierung (unendliche rdumliche und zeitliche Ausdehnung der Welle). Sie konnen aber
haufig zur Beschreibung von ,einfarbigen“ elektromagnetischen Wellen benutzt werden,
die in einem Raumgebiet anndhernd konstante Amplitudenvektoren aufweisen.

Einsetzen von E (r,t) in Gleichung (Z2Z23) liefert die Vakuum-Dispersionsrelation

[

w
ko - ko = ki = eopiow? = = (2.2.26)
0

Hierbei ist ko der Wellenvektor und ¢y die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit
1

co = . (2.2.27)
v/ €olho
Definitionsgemaf gilt: co = 299 792458 ms~!.
Die Ebenen konstanter Phase breiten sich mit der Phasengeschwindigkeit
Vbhase = o8, = o & (2.2.28)
| ol

in Richtung &, (Einheitsvektor parallel zum Wellenvektor kg) aus. Der Abstand zweier
benachbarter Ebenen mit identischer Phasenlage definiert die Wellenlange

2T
A= —. 2.2.29
0 |k0| ( )

Wellenldange und Frequenz sind iiber die Dispersionsrelation miteinander verkniipft:

)\0V0 = (Cp. (2230)

Beispiel
He-Ne Laser

o Wellenlédnge: \g = 632.8 nm.
o Frequenz: vy = 473.7 THz.

!Zur Erinnerung: Physikalisch relevant ist jeweils nur der Realteil der so definierten ebenen Wellen!
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Abbildung 2.3: Ebene elektromagnetische Welle in Vakuum.

Als néchstes wollen wir die relative Orientierung von Eg, By und ko untersuchen. Aus
V- E(r,t) =0 folgt:

Der Amplitudenvektor des elektrischen Feldes steht also senkrecht auf dem Wellen-
vektor. Aus V - B(r,t) = 0 ergibt sich entsprechend, dass auch der Amplitudenvek-
tor des Magnetfeldes senkrecht zum Wellenvektor orientiert ist. Weiterhin folgt aus

V X E(r,t) = =B (r,t), dass
ko X EO = (,{]Bo. (2232)
Dies kénnen wir zu

1
By = — (k x Ey) (2.2.33)
w
umformen. Somit steht der Amplitudenvektor der magnetischen Flussdichte auch senk-
recht zum Amplitudenvektor der elektrischen Feldstdarke. Licht ist in einem isotropen
Medium also eine transversale elektromagnetische Welle und die drei Vektoren kg, Eg
und By definieren ein rechtshandiges Koordinatensystem.

Die Impedanzﬁ des Vakuums ist definiert als

E
20 _ MO 3770, (2.2.34)

7 = =
‘ Hy €o

Mit Hilfe von Z; kénnen wir die Amplitude des Magnetfeldvektors schreiben als:

HO ék X Eo) (2235)

= 70(
2Wir werden spéter sehen, dass Unterschiede in der Impedanz zweier Medien zur partiellen Reflexion
einer einlaufenden Welle an der Grenzflache zwischen den Medien fiihrt.
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2.2.4 Ebene Wellen in isotropen Medien

Licht ist in Materie keine reine elektromagnetische Welle, sondern ein Mischzustand aus
elektromagnetischer Welle und Materialanregung (Polarisation, Magnetisierung und in-
duzierten Stréme). Wir betrachten im Folgenden ein Medium, dass durch die folgenden
Materialgleichungen charakterisiert wird:

D (r,w) =¢e(w)E(r,w), B(r,w) = pop (w)H (r,w),j=0, 0 =0.

Fiir monochromatische Felder

E(r,t) = E(r)e ™ (2.2.36)
B(r,t) = B(r)e ™ (2.2.37)

konnen wir die Wellengleichung durch die Ersetzung 0/0t — —ww vereinfachen und erhal-
ten die Helmholtz-Gleichung;:

(V2 + pocoe (w) 1t (w) w?| B (r) = 0. (2.2.38)
Durch Einsetzen kann sofort bestétigt werden, dass ebene Wellen

E(r) = Eg'*", (2.2.39)
B(r) = Bge*™. (2.2.40)

Losungen der Helmholtz-Gleichung in isotropen Medien darstellen und dass das Medium
durch die folgende Dispersionsrelation charakterisiert wird:

k-k=—€ew)pw). (2.2.41)

Der Wellenvektor k ist im Medium iiber die Beziehung
k = n (w) ko, (2.2.42)

mit dem Vakuum-Wellenvektor k, verkniipft. Hierbei haben wir den Brechungsindex n (w)
definiert ald3

n(w) =/€(w)p(w). (2.2.43)
Im Allgemeinen sind sowohl der Brechungsindex n (w) = n’ (w) 4+ ¢n” (w) als auch der

Wellenvektor k = k’+1 k” komplexe Grofien. In absorbierenden Medien fallt die Amplitude
der Welle exponentiell in der Propagationsrichtung ab:

E(r,t) = Byt k' (2.2.44)
B(r,t) = Bpe'T k' (2.2.45)

3Wir nehmen hier an, dass R(e) > 0, R(u) > 0.
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Auflerdem sind in Medien mit komplexen Brechungsindex das elektrische Feld und die
magnetische Flussdichte nicht in Phase (Beweis: Ubung). Die Wellenlinge im Medium \ ist
definiert als der Abstand zweier aufeinanderfolgender Ebenen mit der selben Phasenlage.
Damit gilt:

2w )\0

= = . (2.2.46)
K| n (w)]
Die Phasengeschwindigkeit im Medium ist gegeben durch:
w Co
|VPhase| — T, . (2247)
K| (w)]
Fiir die Impedanz des Mediums finden wir:
Z(w) = | How) (2.2.48)

€o€ (w)

Experiment: Bestimmung des Brechungsindex mit dem Entfernungsmesser.

2.2.5 Energie- und Impulstransport durch elektromagnetische Wellen

Im Folgenden wollen wir den Energietransport durch elektromagnetische Wellen untersu-
chen. Bevor wir eine theoretisch stringente Behandlung des Problems prasentieren, wollen
wir uns zunéchst von unserer Anschauung leiten lassen.

Experiment: Energietransport durch Licht.

Abbildung 2.4: Intensive Laserstrahlung kann zur Materialbearbeitung verwendet werden. Bild-
quelle: Trumpf GmbH & Wikipedia.
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2 Die elektromagnetische Theorie des Lichts

Anschauliche Betrachtung des Energietransports

In der Physik II-Vorlesung haben wir gelernt, dass in statischen elektrischen und magne-
tischen Feldern Energie gespeichert ist:

 Energiedichte des elektrischen Feldes (z.B. in einem Kondensator):

wot = %ED. (2.2.49)

 Energiedichte des magnetischen Feldes (z.B. in einer Spule):

1
Wmag = §HB (2250)

Wir verallgemeinern dies nun auf den dynamischen Fall und nehmen an, dass die Energie-
dichte einer elektromagnetischen Welle in einem transparenten, nichtdispersiven Medium
(e =€ und p = p') durch

Wem (1,1) = %E (r,t) -D(r,t) + %B (r,t)-H(r,t) (2.2.51)

gegeben ist.

Sichtbares Licht liegt im Frequenzbereich von etwa 380 THz bis 790 THz. Die zugehorige
Energiedichte we, (r, ) ist somit eine zeitlich schnell verdnderliche Groe. Wir sind daher
im allgemeinen nur am zeitlichen Mittelwert interessiert:

() = o [ e (e.1) (2.2.5)

wobei T'" die Mittelungsdauer ist.

Wir betrachten ab jetzt monochromatisches Licht und wéhlen als Ansatz fiir das elektro-
magnetische Feld eine ebene Welle:

E(r,t) = Bkt (2.2.53)
B(r,t) = Bye'krt), (2.2.54)

Da im Ausdruck fiir die Energiedichte Produkte von Feldern auftreten, diirfen wir die
komplexen Felder nicht einfach in Gleichung (22.57]) einsetzen! Eine kurzen Rechnung

zeigt (Beweis: Ubung), dass fiir zwei komplexe Vektorfelder a (r,t) = ag(r)e ™" und
b (r,t) = bg(r) e ™" der folgende Zusammenhang gilt:
1

4Wichtig: Gleichung ([ZZ5]) ist fiir dispersive, absorbierende Medien nicht giiltig!
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2 Die elektromagnetische Theorie des Lichts

Damit konnen wir den zeitlichen Mittelwert des elektrischen Anteils der Energiedichte
ausdriicken als:

(w) = SOR[B(r.0]-RD(r,0))
1

- IR[Ee) (o)

= i€0€|E0|2_ (2.2.56)

Eine analoge Herleitung liefert mit k x Eqg = wBj fiir den zeitlichen Mittelwert des
magnetischen Anteils der Energiedichte:

(W) = %(8‘% B (r,t)] - R[H (r,?)]) = ieoe IEo|%. (2.2.57)

Im zeitlichen Mittel ist die elektrische Energiedichte gleich der magnetischen Energiedich-
te. Insgesamt erhalten wir also:

<wem> = <we> + <wm> = %606 |]5]O|2 . (2258)

Zur Erinnerung
Die Stromdichte einer mengenartigen Grofle gibt an, welche Menge dieser Grofle pro Zeit-
einheit durch eine Einheitsfliche senkrecht zur Ausbreitungsrichtung fliefit.

Dabei gilt:

Stromdichte = Dichte - Ausbreitungsgeschwindigkeit. (2.2.59)

Beispiel elektrische Stromdichte:
Jj=pv (2.2.60)

mit der Ladungsdichte p und der Ausbreitungsgeschwindigkeit v.

Der Betrag des zeitlichen Mittelwerts der elektromagnetischen Energiestromdichte heifit
Intensitat I. Fiir eine ebene Welle in einem nichtdispersiven, transparenten Medium sollte
nach den obigen Uberlegungen gelten:

1
I = c(Wem) = 5 Ceoe |Eol%. (2.2.61)

Poynting-Theorem

Wir wollen nun den Energietransport durch elektromagnetische Felder theoretisch strin-
gent behandeln. Hierzu betrachten wir zunéchst ein Teilchen mit Ladung ¢ und Geschwin-
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2 Die elektromagnetische Theorie des Lichts

digkeit v in einem elektromagnetischen Feld. Auf das Teilchen wirkt die Lorentzkraft:
F=¢g(E+vxB). (2.2.62)
Bei der Verschiebung um die Strecke dr leistet das Feld die Arbeit:
dW =F -dr = ¢E - dr. (2.2.63)

Die zugehorige Leistung ist gegeben durch:

d
d—VtV =qv - E. (2.2.64)

Fiir eine kontinuierliche Ladungsverteilung mit Ladungsdichte p(r,t) gilt fiir die Leistung
des elektromagnetischen Feldes im Volumen V' entsprechend:

AWy,
dt

Mit Hilfe der Maxwell-Gleichung (Z.1.4]) finden wir:

- / p(r, v (r,t) - B(r, {)d*r — / j(r,t) - E(r, t)d°r. (2.2.65)
|4 1%

j-E:E-VxH—E-%—]t). (2.2.66)

Weiterhin gilt die Vektoridentitét:
V. (ExH=H-VXE-E-V xH. (2.2.67)
Zusammen mit der Maxwell-Gleichung (Z.I.2]) kénnen wir dies schreiben als:

V-(EXH):—H-%—]?—E-VXH. (2.2.68)

Wir erhalten damit fiir die Leistung des elektromagnetischen Feldes im Volumen V:

AWy
dt

OB oD \
—/‘/l—H-E—E-E—V-(ExH)dr. (2.2.69)

Wir wollen nun annehmen, dass das Medium transparent und nicht dispersiv ist, d.h.,
die dielektrische Funktion € und die Permeabilitdt p sind zeitlich konstant und reell. In
diesem Fall gilt:

0B oD 10 OMWerm

H —+E-—=-—H -B+E-D|= 2.2.
o "B o T aog M BTE-DI=75 (2.2.70)
Mit Hilfe des Poynting Vektors

S(r,t)=E(r,t) x H(r,t) (2.2.71)
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2 Die elektromagnetische Theorie des Lichts

und des Satzes von Gauf konnen wir Gleichung (2.2.69)) schreiben als:

AWy,
dt

=/Vj(r,t)-E(r,t) &r = —%/Vwem (r, 1) d3r—/WS(r,t)-dA. (2.2.72)

Der erste Term auf der rechten Seite dieser Gleichung kann leicht als die zeitliche Anderung
der Energie des elektromagnetischen Feldes im Volumen V' identifiziert werden. Der letzte
Term beschreibt somit den Energiestrom tiber die Oberfliche V' aus dem Volumen V.
Daher ist S (r,t) die Energiestromdichte des elektromagnetischen Feldes. Die Mafieinheit
des Poynting-Vektors ist [S] = Wm™2.

Wir interessieren uns wieder fur den zeitlichen Mittelwert. Fur eine ebene Welle erhalten
wir mit Ho = £ (& x Eo):

1
(S(r)) = 59%[130 e x Hy e T

1 1 .
= % [EO X — (B EO)]

11
= — —|E|?e
5 7 IFol"éx

1
= §C€0€|E0|2ék. (2.2.73)

Der Vergleich mit Gleichung (Z.2.61)) zeigt:

(S| =1 (2.2.74)

Beispiel

Ein griiner Laser-Pointer mit 1 mW mittlerer Leistung fillt auf eine Fliche von 1 mm?.
Intensitat: 7 = 1mW/mm? = 1kW /m?

Elektrische Feldstarke: Ey ~ 870 V/m.

Fiir dispersive und absorbierende Medien liefert Gleichung (2.2.57]) nicht den korrekten
Ausdruck fiir die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes. Dessen ungeachtet wird
der Energietransport einer transversal elektromagnetischen Welle weiterhin durch den
Poynting-Vektor S (r,t) = E (r,t) x H(r,t) beschrieben. Fiir den zeitlichen Mittelwert
(S (r)) erhalten wir fiir ein Medium mit komplexen Materialparametern:

1 ! 17 ! 1
(S(r)) = SR [Boe™ e x Hyemme ]
1 1 p
= §§R EO X % <8k X Ea):| 6721{ r
1 é}% Z ~ 9ok .1
= 3 |Z(|2) |Eo|? e 2 . (2.2.75)
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2 Die elektromagnetische Theorie des Lichts

Man beobachtet, dass in passiven Medien die Lichtintensitat in Ausbreitungsrichtung
kleiner wird. Dieser Umstand wird durch das Beersche Absorptionsgesetz

I(L) = I(0)e ** (2.2.76)

beschrieben. Hierbei ist « der sogenannte Absorptionskoeffizient und L die im Medium
zuriickgelegte Strecke. Aus dem Vergleich mit Gleichung (2.2.77]) finden wir

4 "
o = 7;” , (2.2.77)
0

Strahlungsdruck

Einer elektromagnetische Wellen kann nicht nur eine Energiestromdichte, sondern auch
eine Impulsdichte zugeordnet werden. Bei der Absorption oder Reflexion einer Lichtwelle
wirkt daher auf das absorbierende bzw. reflektierende Material ein Strahlungsdruck. Dieser
Strahlungsdruck ist einer der Griinde fiir die Kriitmmung des Schweifs von Kometen.

Mit Hilfe der relativistischen Energie-Impuls-Beziehung fiir ein masseloses Teilchen

— 2.9.
P=- (2.2.78)

konnen wir die Impulsdichte g einer elektromagnetischen Welle angeben als:

S
Der Strahlungsdruck Py ergibt sich aus dem Impulsiibertrag pro Zeit- und Flacheneinheit.
Bei vollstandiger Absorption einer elektromagnetischen Welle bei senkrechtem Lichteinfall
finden wir:

Py =clg| = % (2.2.80)

2.3 Optische Impulse

Bisher haben wir optische Wellen mit zeitlich konstanter Amplitude betrachtet. In die-
sem Abschnitt wollen wir nun optische Impulse untersuchen, bei denen die Lichtintensitéat
nur in einem bestimmten Zeitintervall einen nennenswerten Betrag aufweist. Solche op-
tische Impulse spielen beispielsweise fiir die Datentibertragung eine wichtige Rolle. Im
einfachsten Fall, dem sogenannten On-Off-Keying, wird ein Bit an Information als das
Vorhandensein eines Impulses (,,1%) oder das Fehlen eines Impulses (,,0“) in einer Impuls-
sequenz iibertragen.
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2 Die elektromagnetische Theorie des Lichts

2.3.1 Schwebung

Experiment: Schwebung.

Wir betrachten jetzt zuerst die Uberlagerung von zwei gleich polarisierten ebenen Wellen
mit Frequenzen w; und wy. Die gemeinsame Ausbreitungsrichtung sei €.:

E(z,t) = Ey[cos (k1z — wit) + cos (kaz — wat)] . (2.3.1)
Mit der Hilfe der Beziehung cos(a) 4 cos(b) = 2 cos (“T*b) cos (%b) ergibt sich

(ks + ky)2 - (wr + ua)t) o ((kl —ka)z = (o = “2)t> L (2.3.2)

Wir definieren nun die mittlere Frequenz @, die mittlere Wellenzahl k, die Modulations-
frequenz w,, und die Modulationswellenzahl k,, als:

E(z,t) = 2FE,cos (

o = wl;”, (2.3.3)
k= kl;b, (2.3.4)
W, = “1;“2, (2.3.5)
by = kl;k2. (2.3.6)

Mit diesen Groflen lasst sich die elektrische Feldstarke schreiben als:

E(z,t) = 2Eq cos (kpz — wpt) cos (/;;z - @t) : (2.3.7)

Wir konnen die Uberlagerung der beiden Wellen als eine ebene Welle mit mittlerer Fre-
quenz w und mittlerer Wellenzahl k auffassen, deren Amplitude sich zeitlich und raumlich
mit der Modulationsfrequenz w,, und der Modulationswellenzahl k,,, dndert.

Als néchstes wollen wir die Uberlagerung von 2N +1 harmonischen Wellen mit Frequenzen
Um =19+ mAv,m = —N,—N +1,--- N — 1, N betrachten. Wir nehmen an, dass alle
Wellen die gleiche zeitlich konstante Amplitude Eqg besitzen und zum Zeitpunkt ¢ = 0 ein
Maximum aufweisen. Nach einer kurzen Rechnung (Beweis: Ubung) findet man fiir die
Intensitat:
sin? [(2N + 1)mAvt]
sin? [t Avt] ’
wobei [ die Intensitét einer einzelnen Welle ist. In Abbildung ist der zeitliche Verlauf
der Intensitit fiir die Uberlagerung von 11 Wellen exemplarisch dargestellt. Der hier be-
trachtete Fall zeigt, dass durch die phasenstarre Uberlagerung von Wellen mit konstanter
Frequenzdifferenz Av ein optischer Impulszug erzeugt werden kann. Dieses Prinzip wird
in einem modengekoppelten Laser zur Erzeugung von ultrakurzen optischen Impulsen
genutzt.

I(t) = I (2.3.8)
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21 2/, /e
9

E(0,t)

—-15 -10 -5 0 5 10 15

Abbildung 2.5: Uberlagerung zweier harmonischer Wellen mit unterschiedlichen Frequenzen.

2.3.2 Optische Impulse in dispersiven Medien

Bevor wir die Ausbreitung eines optischen Impulses in einem Medium untersuchen, be-
trachten wir zunachst dessen elektrisches Feld an einem Ort z = zq:

E (20,1) = A (20,1) e, (2.3.9)

Hierbei charakterisiert A (zo,t) die zeitlich langsam verénderliche Einhiillende des Impul-
ses, die sogenannte Enveloppe , und e~*°" die zeitlich rasch veranderliche Trigerwelle. Wir
untersuchen nun aus welchen Frequenzkomponenten der Impuls zusammengesetzt ist. Zu
diesem Zweck stellen wir E (zp,¢) mit Hilfe der Fouriertransformation als Uberlagerung
von ebenen Wellen mit unterschiedlichen Frequenzen dar:

1 o0
E (z,t) = o / E (20, w) e ™ dw. (2.3.10)

Hierbei gibt E (29, w) die Amplitude und Phase der spektralen Komponente des Wellen-
pakets mit der Frequenz w an. Der Vergleich von Gleichung (Z39) und (Z310) liefert

nach einer kurzen Rechnung:

E (20,w) = /A(zo,t)ez@*woﬁdt, (2.3.11)
1 7 —1(w—wo)t
A(z,t) = %/E(zo,w)e dw. (2.3.12)
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Abbildung 2.6: Intensitit eines Pulszuges der aus der Uberlagerung von N = 11 Wellen mit
Frequenzdifferenz Av entsteht.

Beispiel: Gaufischer Impuls
Wir betrachten in diesem Beispiel einen optischen Impuls mit Gauférmiger Eveloppe und
Tragerfrequenz wy. Am Ort 2z = 2 sei das elektrische Feld des Impulses gegeben durch:

21n(2)t?
E(zo,t) = Eg exp <—L2)> exp (—wwot) . (2.3.13)
T,
p
Die Intensitat des Impulses berechnet sich zu
1 _ 4In(2)¢?
I(Z(),t) = §€OCO|E0|26 7—5 . (2314)

Fir t = £7,/2 nimmt die Intensitat den Wert I(£7,/2) = @ an. Wir kénnen somit

7, als die zeitliche Halbwertsbreite (Englisch: full width at half maximum - FWHM) des
Impulses identifizieren. Die Fourier-Transformation von E(zo, t) ergibt:

(w—uw )27'5
E (20, 0) = /ﬁ@TpEoe Srems (2.3.15)

Fiir das Spektrum des Pulses gilt somit
(w— w0)27'§>
41n(2) '
Die spektrale Halbwertsbreite Aw folgt aus der Bedingung S(0, wo £ Aw/2) = S(0, wp) /2.

Offensichtlich gilt Aw = %p(?). Fiir den GauBlschen Impuls gilt damit das Zeit-Bandbreite-
Produkt

T, Aw = 41n(2). (2.3.17)

S (20, w) o< |Eg|? exp (— (2.3.16)
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Pulsldnge und spektrale Breite sind also nicht unabhangig voneinander.

Enveloppe]

0.8

~ 06

“ 0.4

0.2

. 0

-20 0 20 300 350 400 450
t(fs) f(THz)

Abbildung 2.7: Gauflscher Impuls. Links: Zeitdoméne. Rechts: Frequenzdoméne

Als nachstes untersuchen wir die Propagation eines optischen Impulses in einem dispersi-
ven Medium. Fiir jede spektrale Komponente des Impulses gilt nach einer Propagations-
strecke z:

E(z,w)=E(0,w)e*? mit k(w)=n(w)w/c. (2.3.18)

Damit gilt fiir den gesamten Impuls:
1 r k(w)z ,—wwt
E(z,t) = Dy / E(0,w) e e “dw. (2.3.19)
T

Fiir die weitere Betrachtung entwickeln wir k(w) in eine Taylorreihe um die Tragerfrequenz
Wo-

dk 1 (d*k 9
=t + () a5 () omanr s (2320
Mit den Abkiirzungen

2
Bo = k(wo), B = <§—i> , B = <%> (2.3.21)

erhalten wir:

ezk(w)z _ elﬁoz ezB’(wfwo)z el%ﬁ"(wfwo)zz. (2322)

Wir betrachten zunachst den Fall, dass die Dispersion des Materials nicht sehr stark ist,
so dass wir " = 0 annehmen kénnen. Durch das Einsetzen von e*(W? = ¢foz g1’ (w—wo)z
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2 Die elektromagnetische Theorie des Lichts
in Gleichung (2.3.19) erhalten wir:
1 T 1Boz 1B (w—wo)z ,—wwt
E(zt) = Q—/E(O,w)e “e 0)Ze™ " dw
T

W(Bo—B'wo)z T ,
S — / E (0,w) e =72y,
2w .

Wir definieren nun den Gruppenindex

dn(w)
dw

ng(w) =n(w) +w

die Gruppengeschwindigkeit

I dw Co

ngﬁ_%_ng(w)

und die Gruppenverzogerung

T, = —.
g
Ug

Mit deren Hilfe konnen wir Gleichung (Z3.23)) schreiben als:

E (2,t) = e!om0/v)2E (0t — 7,) .

(2.3.23)

(2.3.24)

(2.3.25)

(2.3.26)

(2.3.27)

Der Impuls bewegt sich also ohne Formanderung der Enveloppe mit der Gruppengeschwin-

digkeit v, durch das Medium.

1.48 : .
Brechungsindex n
147 Gruppenindex n,
S 1.46} —
c
1.44
600 800 1000 1200 1400 1600

A (nm)

Abbildung 2.8: Brechungsindex und Gruppenindex von Quarzglas.
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Ausblick:

Die Gruppengeschwindigkeit kann in Medien mit anomaler Dispersion (dZ—EsJ) < 0) groer
als ¢g und sogar negativ werden. Eine negative Gruppengeschwindigkeit entspricht der
(scheinbar) bizarren Situation, dass das Maximum des transmittierten optischen Impulses
an der Riickseite des Mediums erscheint bevor das Maximum des einlaufenden Pulses
die Vorderseite erreicht! Warum dies weder die Kausalitdt noch der Relativitdtstheorie
widerspricht ist sehr schon im folgenden Artikel erklért: D. J. Gauthier, R. Boyd, Fast
Light, Slow Light and Optical Precursors: What Does it All Mean? Photonics Spectra,
January 2007, Seite 82-90.

Jetzt beriicksichtigen wir den Fall " # 0. Hierzu betrachten wir den Unterschied in der
Gruppenverzogerung fiir zwei Frequenzen w; und wy

Aty = (Blwn) - Blen))2 (2325)
= () + 2 o = ) = ) 5 (23.29)
= 2" (w1 — wp). (2.3.30)

Fir 5”7 # 0 werden die einzelnen spektralen Komponenten des Impulses unterschiedlich
verzogert, so dass der Impuls bei der Propagation durch das Medium auseinanderlauft.
Dieser Effekt wird Gruppengeschwindigkeitsdisperion genannt (GVD: group velocity di-
spersion).

100

0

-100

D (ps/km*nm)

-200

00 : : : :
600 800 1000 1200 1400 1600
A (nm)

Abbildung 2.9: Dispersionskoeffizient von Quarzglas.

Wir definieren nun den Dispersionskoeffizient:

2mcy
D) = — 2 8" (2.3.31)
Damit konnen wir den Unterschied in der Gruppenverzogerung schreiben als:
AwN?
A7, = zD(AN)AXN  mit AN = ——o" (2.3.32)
271'00
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2 Die elektromagnetische Theorie des Lichts

Anschaulich lésst sich dieser Zusammenhang wie folgt interpretieren: Ein Impuls mit
einer spektralen Bandbreite AX wird nach der Propagationsstrecke z in einen Medium
mit Dispersionskoeffizient D(\) um A7, gedehnt.

Beispiel: Propagation Gaufischer Impulse in BK7-Glas.

Tragerfrequenz: wy = 21 x 375 THz=- Zentralwellenldnge: A\g = 800 nm.
Propagationslédnge: z = 1 mm.

Brechungsindex: n(800 nm) = 1.51.

Gruppenindex: n,(800 nm) = 1.527.

= Gruppenverzogerung 7, = 5090 fs.
Dispersionskoeffizient: D(800 nm) = —128 ps/km x nm
Impulslange: 7, = 10 fs.

= Breite des Spektrums: A\ = 94 nm.

= A1, ~ 12f1s.

Impulslange: 7, = 100 fs.

= Breite des Spektrums: A\ = 9.4 nm.

= A7, =~ 1.2fs.

Der 10-fs-Impuls ist nach 1 mm BK7 Glas bereits deutlich verformt! Beim 100-fs-Impuls
ergibt sich dagegen nur eine geringe zeitliche Verbreiterung.

1
z=1 mm
0.5
ﬁ 0
-0.5
-1
-20 0 20 5060 5080 5100 5120

t(fs) t(fs)

Abbildung 2.10: Links: Gaufischer Impuls mit 7, = 10fs und wy = 27 x 375 THz. Rechts: Impuls

nach der Propagation durch 1 mm BK7-Glas.
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2.4 GauB3-Strahlen

2.4.1 Paraxiale Helmholtz-Gleichung

Wir wollen nun an die geometrische Optik ankniipfen und die Ausbreitung eines gebiin-
delten Lichtstrahls unter wellenoptischen Gesichtspunkten untersuchen. Wir betrachten
hierzu einen paraxialen Strahl der Form:

E(r,t) = A (r) ek, (2.4.1)

Wir gehen davon aus, dass sich die Enveloppe A (r) nur langsam in Ausbreitungsrichtung
(z-Achse) éndert, so dass die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

OA)0z < kA, (2.4.2)
PA)0F < KA. (2.4.3)

In dieser Naherung gleichen die paraxialen Strahlen lokal einer ebenen Welle. Durch Ein-

setzen von E (r) in die Helmholtz-Gleichung und bei Vernachlissigung von 9?A /02 ge-

geniiber von kOA /0z und k*A erhilt man die sogenannte paraxiale Helmholtz-Gleichung:
O0A (r)

VZA (r) + 2k—5"—= =0 mit Vi = 0%/0z* + 9%/ oy*. (2.4.4)
z

2.4.2 Eigenschaften GauBlscher Strahlen

Das Strahlprofil vieler Laserstrahlen wird in sehr guter Ndherung durch einen sogenannten
Gauf-Strahl beschrieben:

Alp,z) = AO% exp <— Wi)) exp (mQ }g’;) exp (—um(z)) (2.4.5)
mit

Wo = % (2.4.6)

W(z) = Woy /1 + (230>2 (2.4.7)

R(z) = = <1 + @)2) , (2.4.8)

n(z) = arctan (z/z) . (2.4.9)
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Abbildung 2.11: Elektrisches Feld eines Gau3-Strahls.

Die Eigenschaften des GauB-Strahls werden durch die Wellenldnge A und die sogenannte
Rayleigh-Lénge 2, festgelegt. Durch Einsetzen kann man leicht zeigen, dass Gauf3-Strahlen
Losungen der paraxialen Helmholtz-Gleichung sind.

Radiales und axiales Intensitatsprofil

Die Intensitat eines GauB-Strahls lautet als Funktion von z und p :

2 2
C€p 2 Wo P
I(p,2) =2 Sy S 2.4.1
0.2 = PIEGAR =1 (i515) oo (~2555) (2.4.10
mit
Io = ?|A0|2. (2.4.11)

Der Name GauB-Strahl nimmt Bezug auf das radiale Intensitatsprofil. Fiir jeden z-Wert
ist die Funktion I (p,z = const) eine GauB-Funktion des radialen Abstands p mit Inten-
sitatsmaximum auf der optischen Achse p = 0.

Das axiale Intensitéatsprofil eines GauB-Strahls ist gegeben durch:

Wo \° I
I(p=0,2)=1I (W(z)) =T ) (2.4.12)

Es weist bei z = 0 ein Maximum mit 7(0,0) = I auf. Nach einer Rayleigh-Lange z = £z,
fallt die Intensitat auf der optische Achse auf die Hélfte des Maximalwerts ab.

SGauB-Strahlen sind allerdings keine exakte Losung der Wellengleichung!
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p/W0 z/z

0

Abbildung 2.12: Links: Radiales Intensitétsprofil eines Gauf3-Strahls fiir verschiedene Werte von
z. Rechts: Axiales Intensitétsprofil eines Gaufl-Strahls.

Strahiradius und Divergenz

Die Gesamtleistung des Gauf3-Strahls kann durch Integration von Gleichung (2.4.10) tiber
eine beliebige Querschnittsflache berechnet werden:

o0 1
Progal = /O I(p.2)2mpdp = 31y (7 3). (2.4.13)
Eine um die optische Achse zentrierte Kreisscheibe mit Radius pg enthilt den Anteil

Plpo) _ J* 1 (p, 2) 2mpdp <_2 P ) 1)
Ptotal fOOO I (pv Z) 27Tpdp

der gesamten Leistung.

Der Strahlradius W (z) ist ein iibliches Mafl fir die Charakterisierung der Breite eines
GauB-Strahls. Im Abstand W (z) von der Achse ist die Intensitit um den Faktor 1/e?
kleiner als auf der Achse (siehe Abbildung 2.13)). Eine Kreisscheibe mit Radius py = W (2)
enthélt ~ 87% der Gesamtleistung.

Nach Gleichung (2.4.7) ist W (z) definiert als:

W(z) = Wor /1 + (%)2 (2.4.15)

Hierbei ist

Wo = Ao (2.4.16)

™

der minimale Strahlradius an der Strahl-Taille. Fur z > 2y nimmt der Strahlradius linear
mit z zu:

W(z) ~ Wozﬁ0 = Ogiv 2. (2.4.17)
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Abbildung 2.13: Intensitéitsprofil eines Gau3-Strahls an der Taille des Strahls (z = 0). Die ge-
punktete weifle Linie ist ein Kreis mit Radius W(z = 0) = Wj,.

Hierbei ist die Divergenz 64;, gegeben durch (siehe Abbildung [Z.14):

Wo A
Oy = -0 — 2 92.4.18
d 20 7TWO ( )
=
S
=
0 ) \\\_‘///ediv )
-2 0 2
z/z

0
Abbildung 2.14: Strahlradius W (z) und Divergenz 64, eines Gauf-Strahls.
Beispiel
Ein HeNe Laser emittiert Laserstrahlung mit einer Wellenlange A = 632nm und einer
Strahldivergenz 64;, = 0.75 mrad.
=Taillenradius: Wy = \/(7m0a,) = 0.270 mm.

=Rayleigh-Linge: zo = Wit /\ = 35 cm.
=-Strahldurchmesser in 100 m: W (100 m) = 7.5 cm.

Gouy-Phase und Kriimmungsradius

Experiment: Gouy-Phase.
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Die Phase des elektrischen Feldes eines Gauf}-Strahls ist gegeben durch:
kp?

olp,z) =kz—n(z)+ SR()’ (2.4.19)
Hierbei ist
n(z) = arctan (z/zp) (2.4.20)

die sogenannte Gouy-Phase. Auf der optischen Achse (p = 0) vereinfacht sich Gleichung
Z419) zu

©(0,2) = kz —n(2). (2.4.21)
Die Gouy-Phase 7n(z) beschreibt eine zusitzliche Retardierung des Gauf-Strahls im Ver-

gleich zu einer ebenen Welle (kz). Diese Retardierung nimmt Werte zwischen —/2 fiir
z = —oo und 7/2 fir z = oo an.

1 : : : 2

T S~
e e

n(z)/ (1/2)

p
__7'4_?%__

H

zZ/Z
0

>

T TSNS T

- e —— —

N F———= e —
- ——— = __ =
N b ————

i
|
|
|
|
|
|
|
|

0

/

Abbildung 2.15: Links: Gouy-Phase als Funktion der axialen Position z. Rechts: Wellenfronten
eines Gauf-Strahls (blaue Kurven) und einer ebenen Welle (schwarze gepunkte-
te Linien). Zwischen zwei Wellenfronten adndert sich die Phase jeweils um 7/2.

Die Wellenfronten eines GauB-Strahls erfiillen die Bedingung

kp?

2R(z)
wobei R(z) der sogenannte Krimmungsradius und p eine Konstante ist. In der Néhe der
Strahltaille (z = 0) sind die Wellenfronten fast eben und R strebt gegen unendlich. Fiir

grofe z wichst der Kriimmungsradius R(z) linear an und die Wellenfronten gleichen denen
einer Kugelwelle.

kz—n(z) + = 27p, (2.4.22)

2.4.3 Fokussierung GauBscher Strahlen

Im Folgenden wollen wir die Wirkung einer diinnen Linse mit Brennweite f auf einen
GauB-Strahl untersuchen. Wir nehmen an, dass sich die Linse in der Taillenebne (z = 0)

befindet.
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Abbildung 2.16: Krimmungsradius eines Gau-Strahls (durchgezogene Kurve) und einer Kugel-
welle (gestrichelte Linie).
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Abbildung 2.17: Fokussierung eines kollimierten Gauf-Strahls mit einer diinnen Linse .

Der GauB-Strahl wird direkt vor der Linse durch die Parameter W(0) = Wy und R = oo
beschrieben. Beim Durchgang durch die Linse dndert sich der Strahlradius nicht (siehe
Abbildung 2.T7)). Der neue Kriimmungsradius direkt hinter der Linse ist R’ = —f.

Eine kurze Rechnung zeigt (Beweis: Ubung), dass sich die neue Strahltaille im Abstand

|| = / - (2.4.23)
1+ (\f/mWg)
hinter der Linse befindet. Der zugehorige Strahlradius in der Taillenebene ist gegeben
durch

Wy = Wo . (2.4.24)
V1+ (WE/Af)
Fiir 29 > f, vereinfacht sich die letzte Gleichung zu

A
7TWOf.

W, ~ (2.4.25)
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Um einen moglichst kleinen Strahlradius W zu erzielen, muss die Strahltaille des ein-
laufenden Strahls die Apertur der Linse (Durchmesser: D) vollstéindig ausfiillen. Mit
Wy = D/2 erhalten wir:

2
' T
mit der Blendenzahl
/
Fy==. 2.4.27
#=7 ( )

Beispiel

Ein HeNe-Laser (Wellenldnge A = 632 nm) leuchtet eine Linse mit einem Durchmesser
D = 2.5cm und einer Brennweite f = 5cm voll aus.

Strahldurchmesser im Fokus: 2W¢ .. ~ %)\F# = 1.6 wum.

man

2.5 Klassische Dispersionstheorie

In diesem Abschnitt wollen wir Modelle diskutieren, mit deren Hilfe wir die optischen Ei-
genschaften von dielektrischen Materialien und Metallen verstehen konnen. Hierbei wer-
den wir uns auf eine klassische Beschreibung der dielektrischen Funktionen beschranken.
Da alle bekannten natiirlichen Substanzen bei optischen Frequenzen eine praktisch ver-
schwindende magnetische Antwort aufweisen, konnen wir in exzellenter Naherung die
magnetische Permeabilitdt p = 1 setzen; die Abweichungen liegen in der Gréfenordnung
von 1074,

Beim Durchgang einer elektromagnetischen Welle durch ein Medium wird dessen Ladungs-
verteilung gestort. Hierbei werden elektrische Dipolmomente erzeugt , die ihrerseits das
Feld im Medium modifizieren. Das Dipolmoment pro Volumen im Medium bezeichnen
wir als elektrische Polarisation P. Fiir kleine elektrische Feldstérken E beobachtet man
iiblicherweise einen linearen Zusammenhang:

P(r,w)=¢cyxe (w)E(r,w). (2.5.1)

Drei verschiedene Prozesse liefern wesentliche Beitrége zur elektrischen Polarisation:

e Orientierungspolarisation: Dieser Prozess ist fiir Medien, die aus Molekiilen mit
einem permanenten elektrischen Dipolmoment (z. B. Wasser) bestehen, bei relativ
niedrigen Frequenzen relevant. Durch ein dufleres elektrisches Feld konnen die Mo-
lekiile zumindest teilweise ausgerichtet werden, so dass eine makroskopische elektri-
sche Polarisation entsteht. Aufgrund ihrer relativ hohen Tragheit kénnen die Mole-
kiile dem auBleren elektrischen Feld aber nur bis zu einer bestimmten Grenzfrequenz
folgen. Im Fall von Wasser betrigt diese etwa 10 GHz. Bei héheren Frequenzen
liefert die Orientierungspolarisation keinen wesentlichen Beitrag.
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Mikro- Infrarot Ultra-

A % violet
/J, P—

\ Frequenz
Orientierungs- /Em Elektronen-

polarisation polarisation polarisation
E=0 E=0 E=0

S .|| *ea
o g || ®*0 °
£ + O

E

\ ® )\ & | )

Abbildung 2.18: Schematischer Verlauf der dielektrischen Funktion e(w).
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« Ionenpolarisation: In Ionen-Kristallen (z.B. NaCL) kénnen die positiv geladenen
Anionen durch ein dufleres elektrisches Feld gegen die negativ geladenen Kationen
verschoben werden. Hieraus resultiert eine elektrische Polarisation. Die Ionenpola-
riation spielt insbesondere im infraroten Spektralbereich eine wichtige Rolle. Fiir
hohere Frequenzen konnen die Tonen aufgrund ihrer hohen Masse dem dufleren Feld
dagegen nicht mehr folgen.

« Elektronenpolarisation: Ein dufleres elektrisches Feld kann den Ladungsschwer-
punkt der negativ geladenen Elektronenhiille eines Atoms gegentiber dem positiv
geladenen Atomkern auslenken. Hieraus resultiert ein Dipolmoment. Dieser Prozess
ist maflgeblich fiir die optischen Eigenschaften im sichtbaren Spektralbereich und
wird in den Abschnitten Z5.1] und genauer untersucht.

2.5.1 Das Lorentz-Oszillator Modell

Zunéachst betrachten wir das Lorentz-Oszillator Modell zur Beschreibung der optischen
Eigenschaften von dielektrischen Materialien, wie z.B. Glas. Dieses Modell beruht auf den
folgenden Annahmen:
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o Die Elektronenhiille eines Atoms kann durch das duflere Feld aus der Gleichgewichts-
lage (x = 0) ausgelenkt werden.

« Das duflere Feld ist sehr klein im Vergleich zum inneratomaren Feld. Die Elektronen
werden nur geringfiigig aus der Gleichgewichtslage ausgelenkt und wir konnen daher
ein harmonisches Potential annehmen. Die riicktreibende Kraft auf die Elektronen
ist aus diesem Grund proportional zur Auslenkung x.

o Die Wechselwirkung zwischen den Atomen wird vernachlassigt.

o Der Atomkern ist aufgrund seiner groffen Masse unbeweglich.

Abbildung 2.19: Lorentz-Oszillator Modell: Die Atombhiille ist durch harmonische Kréfte (Fe-
dern) an den Kern gebunden.

Diese Annahmen fithren auf die folgende, klassische Bewegungsgleichung (getriebener har-
monischer Oszillator):

mx + ymx + mw?x = qE(t), (2.5.2)

wobei m die Masse der Elektronenhiille und ¢ deren Ladung ist. v ist eine phadnomenolo-
gisch eingefiihrte Dampfungskonstante und w, ist die Eigenfrequenz des Oszillators. Fiir
ein elektrisches Feld mit harmonischer Zeitabhingigkeit E(t) = Ege ! konnen wir die
Bewegungsgleichung im eingeschwungenen Fall leicht mit dem Ansatz

x(t) = xpe " (2.5.3)

16sen. Durch Einsetzen in Gleichung (2Z.5.2)) erhalten wir:

qwzpi( ! )Ewlm. (2.5.4)

2 2
m \w? —w? — 1w

Mit der erzwungenen Schwingung der Elektronenhiille relativ zum Atomkern ist ein elek-
trisches Dipolmoment verkntipft:

2 2
w? —w? — 1w

p@:W@:f< ! )%gw (2.5.5)
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Wir fiuhren nun die elektrische Polarisierbarkeit

2 1
a="2 (2.5.6)
mey \w? — w? — 1w

als Maf} fir die Verschiebbarkeit der Ladungsschwerpunkte im Atom durch ein dufleres
Feld ein. Der Zusammenhang zwischen dem Dipolmoment und dem treibenden Feld lautet
damit

p(t) = gaEge ™", (2.5.7)
Die elektrische Polarisation fiir N Atome pro Einheitsvolumen ist gegeben durch
P(t) = Np(t). (2.5.8)

Durch den Vergleich mit der Materialgleichung (ZI.I0) erhalten wir die dielektrische
Funktion des Lorentz-Oszillator Modells:

f

=1 2.5.9
€LO (W) + wg — 2 — W ( )
mit
N¢?
f= ' (2.5.10)
meg
Auflésen nach Real- und Imaginérteil ergibt:
2_ 2
o (W) =1+ 2““‘; e >2 1 f;”] —. (2.5.11)
(WE—W)—FLU’)/ (we—w)+w7
Der zugehorige Brechungsindex ist gegeben durch
nLo = ve€Lo- (2.5.12)

Das Lorentz-Oszillator Modell lasst sich einfach fiir den Fall erweitern, dass mehrere
Resonanzen im relevanten Frequenzbereich liegen:

Ji

—w? —yw

€LO (w) =1 + Z w2 (2513)
Joed

Die Resonanzen aufgrund der elektronischen Polarisierbarkeit vieler optischer Glaser be-
finden sich im ultravioletten Spektralbereich. In dem fiir uns relevanten sichtbaren Spek-
tralbereich (w < we) sollte nach dem Lorentz-Oszillator Modell der Realteil des Bre-
chungsindex $(n) mit der Frequenz zunehmen (normale Dispersion) . Weiterhin erwartet
man nur eine geringe Absorption fir sichtbares Licht. Diese Vorhersagen werden durch
das Experiment bestatigt.

Experiment: Dispersion mit einem Prisma.
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Abbildung 2.20: Dielektrische Funktion und Brechungsindex nach dem Lorentz-Oszillator Mo-
dell.

2.5.2 Das Drude Modell

Die optischen Eigenschaften von Metallen konnen im Rahmen des Drude-Modells verstan-
den werden. Wir gehen hierbei von folgenden Annahmen aus:

o Die Leitungsbandelektronen bilden ein freies Elektronengas.
o Die Atomrimpfe wirken als homogener, positiv geladener Hintergrund.
« Die Leitungsbandelektronen konnen durch ein dufleres Feld beschleunigt werden.

Die klassische Bewegungsgleichung fiir ein Leitungsbandelektron in einem &ufleren Feld
mit harmonischer Zeitabhangigkeit lautet:

mx +ymx = —eEge ™" (2.5.14)

Dies ist formal die Bewegungsgleichung des Lorentz-Oszillators mit w. = 0. Die dielektri-
sche Funktion des Drude-Modell lautet daher:

wZ

mit der Plasmafrequenz

| Ne?
=/ —. 2.5.16
“r mey ( )

Auflosen nach Real- und Imaginarteil ergibt:

w? w2y
=1- £ P . 2.5.17
€D (w) w2 + 72 + w3 + ,Yzw ( )
Der zugehorige Brechungsindex folgt aus
np(w) = y/ep(w). (2.5.18)
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Abbildung 2.21: Dielektrische Funktion und Brechungsindex nach dem Drude-Modell.

Fiir die meisten Metalle liegt die Plasmafrequenz tief im ultravioletten Spektralbereich.
Laut Abbildung 2211 (b) wird der Brechungsindex im Drude-Modell unterhalb von w,
durch den Imaginarteil dominiert, d.h., (n) > R(n). Sichtbares Licht kann sich daher
in Metallen nicht ausbreiten. Die typische Eindringtiefe (1/e-Wert der Intensitét) ist ge-
ringer als 20 nm! Wir werden im néachsten Kapitel sehen, dass diese Eigenschaft nicht
im Widerspruch zum hohen Reflexionsvermégen von Metallen steht, sondern dieses sogar
bedingt.

Beispiel: Gold

Wir wollen in diesem Beispiel die Dichte der Leitungungsbandelektronen N und die
Plasmafrequenz w, fir Gold bestimmen. Die Anzahl der Gold-Atome pro Kubikzenti-
meter kann mit Hilfe der Dichte p,,, und der Masse eines Gold-Atoms A (Atommassen
werden hiufig in u angegeben. Hierbei gilt: 1u = 1.6605 x 10724 g) berechnet werden:

Pm

Npy = R (2.5.19)
Mit p,, = 19.3g/cm?® und A = 196.97u finden wir Na, = 5.9 x 102 cm~3. Da jedes
Gold-Atom mit einem Valenzelektron zum Elektronengas beitragt, ist die Dichte der Lei-
tungselektronen N = 5.9 x 10?2 cm 3. Mit der Elementarladung e = 1.60 x 10~ C und
der Elektronenmasse m = 9.11 x 1073! kg berechnet sich die zugehorige Plasmafrequenz
nach Gleichung (Z5.16) zu w, = 1.368 x 10's™!. Dies entspricht einer Wellenlédnge in
Vakuum von A, = 137.6 nm (UV-Bereich).

Das einfache Drude Modell erklért nicht die optischen Eigenschaften der Edelmetalle Gold
und Kupfer im sichtbaren Spektralbereich. Die charakteristische gelbliche bzw. rétliche
Féarbung dieser beiden Metalle (sieche Abbildung 2:22]) kann auf sogenannte Interband-
Ubergénge zuriickgefithrt werden, die im blau-griinen Teil des Spektrums fiir erhohte
Absorption sorgen. Diese Interband-Uberginge lassen sich phinomenologisch durch das
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Abbildung 2.22: Glassubstrate bedampft mit Gold (links) und Kupfer (rechts).

Hinzufiigen von Lorentz-Termen zur dielektrischen Funktion berticksichtigen:

w2 fi
2 T ] 2.5.20
o, () = € w? + 1ypw * 7 w2 — w? — ryL W ( )

2.5.3 Ausblick: Nichtlineare Optik

Im Folgenden betrachten wir eine Erweiterung des Lorentz-Oszillator-Modells, die es uns
erlaubt die nichtlinearen Eigenschaften von dielektrischen Materialien ohne Inversions-
Symmetrie zu verstehen. Hierzu betrachten wir ein Potential der Form

1 1
Upo(x) = §mew3x2 + gmea:pg. (2.5.21)

Der erste Term entspricht gerade dem harmonischen Potential des Lorentz-Oszillator-
Modells wihrend der zweite Term eine (kleine) Abweichung hiervon beschreibt.

Die Bewegungsgleichung fiir den anharmonischen Oszillator lautet:

&+ 2v% + w’r + az® = —qE(t)/me.. (2.5.22)
Wir betrachten jetzt eine harmonische Welle mit Kreisfrequenz w:

E(t) = Eye ™" + c.c. (2.5.23)

Wir nehmen an, dass die Bedingung w?x > ax? erfiillt ist. In diesem Fall kénnen wir die
Bewegungsgleichung (Z5.22)) mit Hilfe einer Stérungsrechnung 16sen. Hierzu ersetzen wir
E(t) durch £E(t), wobei £ € [0, 1] der Stérungsparameter ist:

i+ 2yF + w?r + az® = —EqE(t)/me.. (2.5.24)
Als néchstes suchen wir eine Losung, die als Potenzreihe in £ geschrieben werden kann:

T = é’x(l) + 52:10(2) + 531‘(3) 4. (2.5.25)
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Abbildung 2.23: Vergleich zwischen einem harmonischen Potential und einem anharmonischen
Potential.

Nach dem Einsetzen von z in die Bewegungsgleichung sortieren wir nach Ordnungen des
Storungsparameters &:

O(éﬁ) (1) + 2/-}/:(;( ) + ws 1 — _qE<t)/me (2526)
OE?) i@ 4+ 292@ 4 W2a® 44 [ (1)}2 0 (2.5.27)
0(53) 3) 4 271»( ) 4 wia ®) 4 92q:MWz3 =0 (2.5.28)

In linearer Ordnung O(§), erhalten wir wieder die Bewegungsgleichung des Lorentz-
Ostzillator-Modells mit der bekannten Losung :

2V (1) = 2O(w)e ™ + c.c., (2.5.29)
mit
(1) _ 4 Lo 253
W (w) . D) (2.5.30)
und
D(w) = w? — w? — 2iwy. (2.5.31)

Die zugehorige lineare Suszeptibilitat lautet (siehe Abschnitt 2Z.5.7)):

N¢*/m.

D@ (2.5.32)

XW(w) =
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2
In zweiter Ordnung O(£?) wirkt {x(l)(t)} in Gleichung (Z5.27) als "treibende Kraft'mit
Frequenzkomponenten +2w und 0. Wir betrachten zunachste die Komponente, die mit
der Frequenz 2w oszilliert:

a (qu/me)2 e~ i2wt

#(2) 4 9~ 5(2) 202 — _
T+ 2y +wir D?(w)

(2.5.33)

Dies ist die Bewegungsgleichung eines harmonischen Oszillators mit treibender Kraft

E 2g—i2wt . .. .. .
—algFo/me) e Tyie eingeschwungene Losung konnen wir angeben als

D2(w)
22 (1) = 2@ (2w)e ! 4 c.c. (2.5.34)
mit
_ 2E2
2)(9,) = a(g/me)”Eq 2.5.35
T2 = D) (2:5.35)
Die zugehorige Suszeptibilitat zweiter Ordnung lautet somit
Na(g®/m?)
@)(2 = ’ 2.5.36
€2mea 2
= qug X (2w) [xM ()] (2.5.37)
Fir den Beitrag bei w = 0 findet man nach einer kurzen Rechnung;:
emea
XP(0,w, —w) = ](;Tqy,xm(om(”(w)x(”(—w)- (2.5.38)

Die hoheren Ordnungen kénnen wir dann iterativ berechnen. Beispielsweise erhalten wir
die dritte Ordnung 2®(¢), indem wir (M (¢) und ®(¢) in Gleichung(ZE5.28) [O(£?)] ein-
setzen. Mt Hilfe der zugehorigen Suszeptibilitdten konnen wir die Polarisation P als Pot-
zenzreihe in E schreiben :

P(t) = ¢ [X“)E(t) +XPE2 ) + P E3(t) + - ] (2.5.39)
Der erste Term ist gerade die bekannte lineare Polarisation:

Pi(t) = eoxWE(1). (2.5.40)
Die weiteren Terme fassen wir zur nichtlinearen Polarisation zusammen:

6Zur Vereinfachung vernachlissigen wir hier den Vektor-Charakter des elektrischen Feldes.
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Damit konnen wir die Wellengleichung schreiben als

1 O*F 0*P (9 P
2 82 0P,
= V2E — _W = o (2.5.43)

Die nichtlineare Polarisation wirkt als Quell-Term auf der rechten Seite der Wellenglei-
chung. Sie ist flir die Erzeugung neuer Frequenzkomponenten verantwortlich. Ein bekann-
tes Beispiel ist die Frequenzverdopplung (Second harmonic generation: SHG) in einem
nichtlinearen Kristall, die etwa bei griinen Laserpointern verwendet wird.

Sl

Battery Pump LD
Ditiie | DPSS
Laser Module

Nd:YVO, KTP [

LD+ i I I
LD- = VJ‘LI a
| .[MW'I'.:-\.-,-M .,..._..i ... ARy
B08am Pump Expanding o
Pump  Focusing Lens Collimating IR
Diode Lens Lens Filter

[Beam Paths: [ 808 nm — [1064+632 nm | 532 nm — |

Abbildung 2.24: Schema eines griinen Laserpointers. Die Frequenzverdopplung findet in einem
nichtlinearen Kaliumtitanylphosphat (KTP) - Kristall statt. Quelle: Wikipedia.
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2 Die elektromagnetische Theorie des Lichts

2.6 Lichtstreuung

Experiment: Streuung eines Laserstrahls an Wasserdampf.

In der Physik bezeichnet man die Ablenkung eines einlaufenden Teilchens oder einer ein-
laufenden Welle durch die Wechselwirkung mit einem Objekt als Streuung. Auch in der
Optik spielen Streuprozesse eine wichtige Rolle. Beispielsweise wiare der Himmel selbst
tagstiber schwarz, wenn das einfallende Sonnenlicht nicht mit den Molekiilen der Atmo-
sphéare wechselwirken und dadurch gestreut wiirde.

E, \\//
iy

Abbildung 2.25: Schematische Darstellung zur Streuung von Licht an einem Ensemble von Par-
tikeln.
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Fur die folgende Diskussion wollen wir von der in Abbildung schematisch dargestellten
Situation ausgehen. Ein einfallende Welle E;, trifft auf einen oder mehre kleine Partikel
und regt in diesen eine zeitlich verédnderliche Variation der Ladungstrégerverteilung an.
Diese wirkt als Quelle fiir eine elektromagnetische Welle Eg. Das gesamte elektrische Feld
ergibt sich damit aus der Uberlagerung von E;, und E,. Wir wollen davon ausgehen, dass
die Frequenz der gestreuten Welle mit der der einfallenden Welle iibereinstimmt (elastische
Streuung). Weiterhin nehmen wir an, dass die Partikel klein im Vergleich zur Wellenldnge
der einfallenden Welle sind. In diesem Fall wirken die Partikel als elektrische Dipole mit
zeitlich veranderlichem Dipolmoment

p(t) = egemaE(ry, ). (2.6.1)

Hierbei ist o die Polarisierbarkeit des Partikels an der Position rg und ¢, bezeichnet die
dielektrische Funktion des Mediums, in das die Partikel eingebettet sind.

2.6.1 Elektrische Dipolstrahlung

Wir betrachten nun einen einzelnen elektrischen Dipol mit zeitabhéngigem Dipolmoment

p(t) = poe ", (2.6.2)
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2 Die elektromagnetische Theorie des Lichts

Hierbei ist pgy ein konstanter Vektor, der die Richtung und die Amplitude des Dipolmo-
ments angibt. Wir nehmen an, dass sich der Dipol bei r = 0 im Vakuum befindet. Das
zeitlich verdanderliche Dipolmoment ist iiber die Kontinuitatsgleichung mit einer lokalen
Stromdichte verkniipft:

j(r,t) = pi(r) = —wpoe “(r). (2.6.3)

Nach Gleichung (Z.2.3)) ist eine zeitlich verdnderliche Stromdichte eine Quelle elektroma-
gnetischer Strahlung. Fiir das abgestrahlte elektromagnetische Feld am Ort r = rn findet
man nach einer etwas langeren Rechnung/'l:

1 ezkr 1
B(r,t) = B(r)e ™=~ k2(1——) Tt 2.6.4
(1) = Blre = —Ck (1 - ) (nxpo) e (26.4)
E(r,t) = E(r)e ™!
ezkr 1

= Treor {kj2 [(n X pg) X n] + <T_2 - %) [B3n(n-pg) — PO]} oWt (2.6.5)
Das elektrische Feld des Dipols weist mehrere Terme auf, die unterschiedlich schnell mit
dem Abstand zum Ursprung abfallen. Fir die weitere Behandlung ist insbesondere die
Feldverteilung im Fernbereich (kr > 1) von Interesse. Hier dominiert der 1/r-Term tiber
die Terme mit dem 1/r% und 1/r3 Verhalten. Fernab vom Ursprung vereinfacht sich die
Feldverteilung wie folgt:

1 ezkr
B = k? 2.6.6
) 2 k(). (26.6)
ikr
E(r) = ;TEOTk? [(n x po) x 0] = ¢oB (r) x n. (2.6.7)

Wir konnen uns leicht davon tiberzeugen, dass im Fernbereich sowohl das elektrische
Feld als auch das magnetische Feld transversalen Charakter haben, d.h., E(r,¢) L n
und B (r,¢) L n. Weiterhin gilt E(r,t) L B (r,t), so dass die drei Vektoren lokal ein
orthogonales Dreibein bilden.

Als néachstes berechnen wir das zeitliche Mittel der Energiestromdichte des abgestrahlten
elektromagnetischen Feldes:

S() — %&e E (r,1) x B*LZ’ D 20—:03%[(13 (r) x 1) x B*(r)
= 2—:0B(r)\2n. (2.6.8)

"Elektrische Dipolstrahlung wird ausfiihrlich in der Vorlesung Theoretische Physik II (Elektrodynamik)
behandelt. Um unnétige Doppelungen zu vermeiden, verzichten wir an dieser Stelle auf die Herleitung
der Formeln fiir das abgestrahlte elektromagnetische Feld eines Dipols.
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2 Die elektromagnetische Theorie des Lichts

Abbildung 2.26: Im Fernfeld ist das abgestrahlte elektromagnetische Feld eines Dipols transver-
sal.

Mit |n X pg| = po sin(f) erhalten wir

Sy = =2 Kl oy (2.6.9)

32m2ey 12

Der letzten Formel entnehmen wir, dass langs der Dipolachse (f = 0) keine Leistung ab-
gestrahlt wird. Die maximale Abstrahlung erfolgt senkrecht (0 = 90°) zum Dipolmoment.

N

Vv

Abbildung 2.27: Winkelverteilung der Energiestromdichte der elektrischen Dipolstrahlung.

Um die gesamte abgestrahlte Leistung P zu berechnen, integrieren wir |(S (r))| tiber eine
Kugeloberfliche mit Radius r und dem Dipol im Zentrum. Mit [[ dQsin?(0) = %’r folgt:

Co

P = k4pg =

w*{pol?. (2.6.10)

127eq 12meqcd

Die abgestrahlte Leistung eines elektrischen Dipols ist also proportional zur vierten Potenz
der Frequenz. Wird der Dipol durch eine einlaufende Welle mit Intensitéit [ getrieben , so
konnen wir die gestreute Leistung schreiben als

P =o4(w)l, (2.6.11)
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mit dem Streuquerschnitt

oy(w) = % (2.6.12)

2.6.2 Koharente Streuung

Wir wollen jetzt die Lichtausbreitung in einem homogenen Medium, z.B. einem Kristall,
unter dem Gesichtspunkt der Lichtstreuung diskutieren. Nach dem Lorentz-Oszillator-
Modell lenkt eine einfallende Welle die Elektronenhiille eines jeden Atoms relativ zum
Atomkern aus und erzeugt damit ein zeitlich verdnderliches Dipolmoment. Jedes Atom
wirkt damit als ein elektrischer Dipol, der in verschiedene Richtungen abstrahlt (siehe
Gleichung (26.9)). Man konnte also zunéchst vermuten, dass die Lichtausbreitung in
einem homogenen Medium aufgrund der gestreuten Wellen nicht geradlinig verlauft.

X

DI

—t> — > —+1>—+—>m

Abbildung 2.28: Ein Modelsystem fiir die kohédrente Streuung.

Um zu zeigen, dass diese Vermutung nicht korrekt ist, betrachten wir das in Abbildung
dargestellte Modellsystem. Gegeben sei eine eindimensionale Kette von N Atomen,
die entlang der z-Achse mit regelméafligen Abstand d angeordnet sind. Wir wollen an-
nehmen, dass sich diese Anordnung zeitlich nicht &ndert. Eine in z-Richtung propagie-
rende ebene Welle E(z,t) = Eyé,e"** %" regt die Atome zu Schwingungen entlang der
z-Richtung an. Hierbei sei die Wellenlange A grofl gegen den Abstand d. Alle Atome
werden phasengleich getrieben, so dass sich das resultierende Dipolmoment jeweils zu
p(t) = eoaEpée ™" ergibt. Das gesamte gestreute Feld Eq o1 (1, t) ist gegeben durch die
Uberlagerung der einzelnen Dipolfelder E ,,,(r, t):

N
Es,total(rat) = Z Es,m(ra t) (2613)
m=1
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Da sich die Abstédnde zwischen den Atomen nicht &ndern, sind die einzelnen Beitrige zum
gestreuten Feld phasengekoppelt. Man spricht in diesem Fall von kohérenter Streuung.
Aufgrund der festen Phasenbeziehung interferieren die in eine bestimmte Richtung abge-
strahlten Teilwellen miteinande. Trifft "Wellenberg auf Wellenberg', so iiberlagern sich
die Teilwellen konstruktiv und die Wellen verstéirken sich. Trifft dagegen "Wellenberg auf
Wellental", so interferieren die Wellen destruktiv und 16schen sich (teilweise) aus.

Die Gesamtintensitat der gestreuten Welle ist proportional zum Betragsquadrat der Ge-
samtfeldstarke:

Is,total X |Es,total|2- (2614)
Fiir die in Richtung « abgestrahlte Intensitat gilt (siehe Abschnitt G.2.4):

o sin® (N sin(a) ) | 2.6.15)

sin? (ﬂ'% sin(a))

1.0 7 —— Nd=10A
Nd=100A
0.8 — Nd=1000A

©
(&)
1

norm. I(a)
o
N

0.2 A

0.0 /\ /\

-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40

Abbildung 2.29: Winkelverteilung der Intensitit bei einer eindimensionalen Kette von Dipolen.

Im Folgenden wollen wir die Winkelverteilung der Intensitit /(«) diskutieren (siehe Ab-
bildung 2.29)). I(«) weist unabhéngig von der Kettenldnge fir o = 0° ein Maximum auf,
da sich die Beitrége aller Dipole in Vorwartsrichtung konstruktiv iiberlagern. Ein Grofteil
der Intensitat ist in einem zentralen Maximum konzentriert, dessen Winkelbreite rasch mit
der Kettenlange abnimmt. Dieses Verhalten kann leicht durch die destruktive Interferenz
verschiedener Teilwellen erklart werden. Im Grenzfall einer unendlich langen Kette, wird
das Licht nur in Vorwéartsrichtung gestreut, d.h., wir haben eine Welle die sich geradlinig
ausbreitet.

8Wir werden Welleniiberlagerung und Interferenz ausfiihrlich in Kapitel [ besprechen.
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Gruppenantennen

In der RF-Technik werden Gruppenantennen (engl. phased array antenna) fiir verschie-
dene Anwendungen, z.B. Satelittenkommunikation, 5G Mobilfunk und Radar, genutzt.
Wie der Name suggeriert bestehen Gruppenantennen aus mehreren Einzelstrahlern, die
miteinander verschaltet sind. Die ausgestrahlte Welle entsteht wie im gerade bespro-
chen Modelsystem durch die kohirente Uberlagerung der Wellen der Einzelstrahler.
Hierdurch kann eine starke Richtwirkung erzielt werden. Werden die Einzelstrahler
mit zeitlich verzogerten Kopien des Signals getrieben, so kann die Gesamtemissi-
on der Gruppenantenne rein elektronisch geschwenkt werden. Die folgende Abbildung
zeigt ein Foto der Phased-Array-Antenne des Mars-Rovers Curiosity (Quelle: Wikipedia ).

2.6.3 Inkohdrente Streuung

Experiment: Rayleigh-Streuung.

Wahrend in einem Festkorper die Atome feste Positionen innehabenﬁ, andern sich diese in
einem Gas standig. Dies fiihrt zu einem vollig anderen Streuverhalten. Wie zuvor betrach-
ten wir die Bestandteile des Gases als Dipole, die durch eine einfallende Welle angeregt
werden konnen. Da die Atome im Gas in stdndiger Bewegung sind und es somit andau-
ernd zu geringen Dichteschwankungen kommt, mitteln sich die relativen Phasendifferenzen
zeitlichen heraus, d.h., wir beobachten keine konstruktive und destruktive Interferenz zwi-
schen den einzelnen Teilwellen. Wir sprechen in diesem Fall von inkoharenter Streuung.

9Wir vernachlissigen hier die kleinen Schwingungen der Atome um ihre Gleichgewichtslage.
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Die Gesamtintensitat ergibt sich damit als die Summe der Einzelintensitéiten:

N
Is,total X Z |Es,m|2- (2616)

m=1

Wir wollen uns nun iiberlegen, wie wir die blaue Farbung des Himmels am Tag und die
Rotfarbung der Sonne beim Auf- bzw. Untergang als Streuphdnomene verstehen kénnen.
Das einfallende Sonnenlicht wechselwirkt mit den Molekiilen der Atmosphéare. Betrachten
wir diese im Rahmen des Lorentz-Oszillator-Modells, so gilt fiir deren Polarisierbarkeit:

¢ 1

eomw? — w? — 1ryw’

alw) = (2.6.17)
Fir Stickstoff und Sauerstoff liegt die jeweilige Resonanzfrequenz w, im ultravioletten
Spektralbereich. Die Molekulare Polarisierbarkeit ist daher fiir sichtbares Licht (w < w,)
naherungsweise konstant:

¢ 1

€om w2’

o~ (2.6.18)
Nach Gleichung (2:612) erwarten wir in diesem Fall, dass der Streuquerschnitt o,(w)
mit der vierten Potenz der Frequenz w wachst. Man spricht in diesem Fall von Rayleigh-
Streuung. Der Streuquerschnitt fiir blaues Licht (420 nm Wellenldnge) ist ungeféhr zehn
mal grofler als der von rotem Licht (750 nm Wellenlédnge). Aus diesem Grund werden
iiberwiegend die blauen Anteile des einfallenden weiflen Sonnenlichts an der Atmosphére
gestreut und der Himmel erscheint tagsiiber blau. In der Dammerung muss das Sonnen-
licht einen besonders langen Weg durch die Atmosphére zuriicklegen. Das blaue Licht
wird daher grofitenteils gestreut und den Beobachter erreichen nur noch die roten Spek-
tralanteile, d.h die Sonne erscheint rot.

2.7 Optische Pinzetten

Experiment: Optische Pinzette.

Stark fokussierte Laserstrahlen konnen als optische Pinzetten zum Fangen und Mani-
pulieren kleiner Objekte genutzt werden. Fiir seine bahnbrechenden Untersuchungen auf
diesem Gebiet erhielt Arthur Ashkin im Jahr 2018 den Nobelpreis in Physik.

Im Folgenden betrachten wir eine kleine dielektrische Kugel mit Radius a und dielektri-
scher Funktion €, die von einem fokussierten Laserstrahl mit Intensitat I(r) beleuchtet
wird. Die dielektrische Funktion des umgebenden Mediums sei €,,. Wir wollen annehmen,
dass die Bedingung a < A im Medium erfiillt ist. Die zeitlich gemittelte optische Kraft
(Fiotal (1)), die auf die Kugel wirkt, hat zwei Komponenten:

<Ftotal(r)> = <Fscat(r)> + <Fgrad(r)>- (271)
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Dielektrische Kugel

Abbildung 2.30: Glaskugel in einer optischen Falle. Quelle: Wikipedia.

Der erste Term steht fiir die sogenannte Spontankraft (Fy.(r)), die entlang der Strahlaus-
breitungsrichtung wirkt. Sie driickt die Kugel aus dem Fokus heraus. Der zweite Term, die
sogenannte Gradientenkraft (Fg.,q(r)), beschreibt eine Kraft in Richtung des Gradienten
der Intensitat. Sie fiihrt dazu, dass die Kugel in den Fokus hineingezogen wird.

grad
\™

Abbildung 2.31: Illustration der optischen Kréfte die auf eine kleine dielektrische Kugel in einem
fokussierten Laserstrahl wirken.

2.7.1 Spontankraft

Die Spontankraft ist eine Folge der Lichtstreuung durch die dielektrische Kugel. Fir
a < \ weist die Kugel ein dipolartiges Streuverhalten auf und der totale Streuquerschnitt
ist gegeben durch (siche Abschnitt 2.6.7)

(2.7.2)
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mit der Polarisierbarkeit (Beweis: Ubung)

€s — €
— 4ra®P—=— " 2.7.3
Q Ta o 1 2. ( )
Die gesamte gestreute Leistung wird beschrieben durch
Pscat (I') = Uscat[<r>- (274)

Das Auftreten der Spontankraft kann intuitiv im Photonen-Bild (Kapitel [7]) verstanden
werden. Hierzu betrachten wir den Laserstrahl als Strom von Photonen. Jedes einzelne
Photon besitzt die Energie Aw und den Impuls hkéy. Einen einzelnen Streuprozess kénnen
wir uns vorstellen als die Absorption eines Photons aus dem einfallenden Laserstrahl
gefolgt von der Reemission eines Photons mit der selben Frequenz. Die Absorption des
Photons tbertragt den Impuls hkéyx auf die Kugel. Bei der Reemission eines Photons
in die Richtung &} wird dementsprechend ein Impuls —hké; auf die Kugel tiibertragen.
Da jedoch bei der Dipolstreuung die Reemission mit gleicher Wahrscheinlichkeit in die
Richtung &} und —&;_erfolgt, verschwindet im zeitlichen Mittel der Impulstibertrag durch
die Remissionsprozesse. Somit konnen wir die zeitlich gemittelte Spontankraft schreiben
als das Produkt der Anzahl der Streuprozesse pro Zeiteinheit und dem Impulsiibertrag
pro Absorptionsprozess:

T Pacas (T) 1287°%a5n,, ( €s — Em )2 R
F... = 28, = I . 2.7.5
{Ficat (1)) o Ok 3\ €s + 26, (r) éx ( )

2.7.2 Gradientenkraft

Der einfallende Laserstrahl polarisiert die Kugel und induziert das Dipolmoment
p(r,t) = epemaB(r, t). (2.7.6)

Die potentielle Energie der Kugel im Laserstrahl ist daher gegeben durch™]

Ul(r,t) = —%p(r, t) - E(r,t) = —%eoemaE(r, t) - E(r,t). (2.7.7)

Der zeitliche Mittelwert der potentiellen Energie berechnet sich damit zu

(U(r)) = ~jaemalB(r) (2.7.8)

Somit folgt fiir den zeitlichen Mittelwert der Gradientenkraft:

1 2radn,, €5 — €
(Fgraa(r)) = =V(U(r)) = ZeoemOzV\E(r)\Q = o = 6:+ 267:; VI(r). (2.7.9)
0Der Faktor 1/2 beriicksichtigt, dass das Dipolmoment nicht permanent ist sondern durch den Strahl
induziert wird.
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2.7.3 Fallenbedingung

Wir wollen nun untersuchen, unter welchen Bedingungen die Kugel durch den Laserstrahl
gefangen werden kann. Wir nehmen hierbei an, dass der Laserstrahl ein Gauf3-Strahl ist,
dessen Strahltaille bei z = 0 liegt. Die Kugel befinde sich auf der optischen Achse an der
Position z. Die auf die Kugel wirkenden, zeitlich gemittelten Kréfte konnen wir schreiben
als

1287%a%n,, [ €5 — €m \ 2 1
Fon(2)) = i ( = m> Iy, 2.7.10
< t( )> 3\ €5 + 2¢,, {1 + (2/2’0)2} 0 ( )
2ma* Ny, [ €5 — €m 2z /22
(Fgrad(2)) = — < 5 ) 0 —1o. (2.7.11)
@ Nt 2/ [14 (o))
Das Verhéiltnis der beiden Krafte ist
(Feraa(2))| _ 3\ e +26n  22/25 (2.7.12)
|<Fscat<z)>‘ 64mia’ €s —€m 1+ (Z/Zo>2
Bei z = 7y erreicht dieses seinen Maximalwert
[(Fgraa(20))| 3N e+ 26 1 (2.7.13)

[(Fueat(20))| 647403 €5 — €m 20

Die dielektrische Kugel kann durch den Gauf3-Strahl gefangen werden, falls an einem Ort
die Gradientenkraft grofler als die Spontankraft ist. Dies erfordert typischerweise stark
fokussierte Strahlen (siche Abbildung 2.32]).

3 : :
— W,=0.75 A
. —— W15\
g 2
L\L(D
8
TR
O 1
0 1 2 3 4

z (um)

Abbildung 2.32: Verhéltnis von Gradientenkraft und Spontankraft auf den optischen Achsen
zweier GauB-Strahlen . Parameter: A\g = 532nm, e; = 2.25 (glass), €,, = 1.769
(water), a = 40 nm.
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3 Elektromagnetische Felder an
Grenzflachen

Wir wenden uns nun dem Verhalten von elektromagnetische Wellen an einer Grenzfliche
zwischen zwei unterschiedlichen Medien zu. Hierzu betrachten wir zunachst die Stetigkeits-
bedingungen der einzelnen Feldkomponenten an einer Grenzfliche. Im Anschluss daran
untersuchen wir das Reflexions- und Transmissionsverhalten von ebenen Wellen an einer
Grenzflache und diskutieren optische Wellenleitung.

3.1 Stetigkeitsbedingungen

Mit Hilfe der Maxwellgleichungen kénnen wir das Verhalten von elektromagnetischen Fel-
dern an Grenzflachen analysieren. Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass die Grenzflache
ungeladen ist (p = 0) und die Fléchenstromdichte verschwindet (j = 0).

dA=dAd e,

eTM

) Z IZ‘} -

< b
@ 2 ®) dA=dA e,

Abbildung 3.1: (a) GauBsches Késtchen und (b) Stokessche Fliche.

Im Folgenden denken wir uns ein kleines Gaufisches Késtchen, das die Grenzflache schnei-
det (siche Abbildung B1 (a)). Aus V- D (r,t) = 0 folgt mit dem Gaufischen Satz fiir das
Gauflsche Kastchen:

V.D(r,t)d :/ D(r,{)-dA < 0. 3.1.1
[ v-Dwodr=[ D (311
Im Limes dz — 0 gilt:
/( Dr.1)-dA 20 A&, - (Dy (ro,t) — Da (ro, 1)) = 0. (3.1.2)
o(dvV

Hierbei sind Dy (rg, t) und Dy (rg,t) die elektrischen Flussdichten in den beiden Medien
direkt an der Grenzfliche. Wir sehen also, dass die Normalkomponente D | (ro, t) stetig ist.
Entsprechend folgt aus V - B (r,t) = 0, die Stetigkeit der Normalkomponente B (rg,t).
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Als néchstes untersuchen wir eine Stokessche Fliche (siche Abbildung 3.1 (b)), die die
Grenzfliache schneidet. Der Stokessche Satz liefert mit V x E (r,t) = —B (r, t):

VxE(rt) 6di= [ E ,t-d:—/ B(r,t)- & dA. 3.1.3
RE (r,t) - ¢ - (r,t)-dr » (r,t) - & (3.1.3)

Fir dx — 0 gilt:

/ E (r,t) - dr 2 di (&) x &1) - (Ey (ro,t) — Es (10, 1)) £ 0. (3.1.4)
OdA ———

BHI

Hierbei haben wir im letzten Schritt ausgenutzt, dass die Fliche dA des Rechtecks fiir
dr — 0 verschwindet und daher — [, B (r,?) - ejdA “20 () gilt. Wir sehen somit, dass
die Tangentialkompnente E (ro, t) stetig ist. Ganz analog kann gezeigt werden, dass die

Tangentialkomponente Hj (ro, ) ebenfalls stetig ist.

Die folgende Tabelle fasst die Stetigkeitsbedingungen der verschiedenen Feldkomponenten
an einer Grenzflache zusammen:

‘ Tangentialkomponente ‘ Normalkomponente ‘
Ey ) (ro,t) = By (ro, ) | By (ro, 1) = 2By (ro, 1)

D17|| (I‘o, t) = i_;DZH (I‘O, t) Dl,L (I‘O, t) = D27L (I‘O, t)
Hy (ro, ) = Hy (ro, 1) | Hi (ro, 1) = F2Hy 1 (1o, 1)

BLH (I‘O, t) = %BZH (I‘o, t) Bl,L (I‘O, t) = B27L (I‘O, t)

3.2 Die Reflexion von Licht fur senkrechten Einfall

Wir wollen nun die Stetigkeitsbedingungen verwenden, um den Amplitudenreflexionsko-
effizienten einer ebenen Welle an der Grenzfliche zwischen zwei Medien mit Materialpa-
rametern ey, p1 bzw. €, tio zu bestimmen. Hierzu betrachten wir zunachst den Fall, dass
die einfallende Welle senkrecht auf die Grenzfliche trifft:

Ei (Z, t) = Eoz‘el(klz_wt), (321)
1
Hi (Z, t) = Hol'ez(kl'z*mt) = ZEOiez(klszt). (322)

Aufgrund der Stetigkeitsbedingungen gilt:

E17|| (Z = 0, t) _ E27|| (Z = 0, t)
HLH (Z = O,t) H27|| (Z =0, t).

(3.2.3)
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€1,M1 €,M2
Ein Et
l—> k,, l—> k,
Hin Ht
E.=rE,
kﬁ—l
Hr =-r Hin

Abbildung 3.2: Reflexion einer ebenen Welle an einer Grenzflache fiir senkrechten Lichteinfall.

Hierbei sind FEy)(z=0,t) und H;(z=0,t) bezichungsweise Fy)(z=0,t) und
Hy) (2 = 0,t) bei senkrechtem Einfall die Gesamtfeldstirken in den jeweiligen Medien.
Ausgehend von experimentellen Beobachtungen schreiben wir die Felder in Medium 1 als

Uberlagerung der einlaufenden Welle und einer reflektierten Welle:

E; (Z, t) = EOiez(lﬂz—wt) T+ EOiez(—klz_wt)’
H1 (Z, t) = H0i62(k1z7wt) —7r Hol'ez(fklszt).

(3.2.4)
(3.2.5)

Hierbei ist r der sogenannte Amplitudenreflexionskoeffizient. In Medium 2 erwarten wir
nur eine ebene Welle, die sich von der Grenzfliche weg bewegt:

By (z,t) = Eyeh=eh),

H, (Z,t) — HOtez(sz—wt) _ _EOtel(kQZ_wt).

1
Zy

Einsetzen in Gleichung (3:2.3) liefert:

Eyi (1 E
i ( +T):ﬁ:>Z1
HO@'(l_T) H(]t

Die letzte Gleichung kann nach r aufgelost werden und wir finden:

(L= 2))
(Zy +Z1).

(I+7)

(1—7)

= Zs.

(3.2.8)

(3.2.9)

Wir sehen also, dass die einlaufende Welle teilweise reflektiert wird, wenn die beiden
Medien unterschiedliche Impedanzen aufweisen.
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3 Elektromagnetische Felder an Grenzflachen

3.3 Fresnel-Gleichungen

Experiment: Reflexion und Brechung am Glassegment.

In diesem Abschnitt wollen wir die Reflexion und Transmission einer ebenen, elektro-
magnetischen Welle an einer ebenen Grenzfliche bei z = 0 fiir beliebige Einfallswinkel
0; betrachten. Die beiden Medien seien durch die Materialparameter €;, uy bzw. €s, o
charakterisiert. Der Normalenvektor der Grenzflache €, und der Wellenvektor der einfal-
lenden Welle k; spannen die sogenannte Einfallsebene auf.

Trifft eine ebene Welle aus Medium 1 kommend auf die Grenzflache, so wird die Welle
teilweise reflektiert und teilweise in das Medium 2 transmittiert. Die drei Wellen wollen
wir wie folgt schreiben:

« Einfallende Welle (Medium 1):

Ei (I', t) = Eoz‘ez(ki.r_wit)7 BZ (I', t) = BOiez(ki.r_wit). (331)

o Reflektierte Welle (Medium 1):

E, (r,t) = Eg.e& =) B (r,t) = Bge'*rmmert), (3.3.2)

 Transmittierte Welle (Medium 2):

Et (I', t) = EOtez(kt.riwtt% Bt (I', t) = BOtez(kt.riwtt). (333)

Aufgrund der Stetigkeit der Tangentialkomponente des elektrischen Feldes an der Grenz-
flache gilt:

éL % (EOiez(ki~r—wit) + EOTGz(kWr—th)) — éL % EOt@Z(kt.r_th). (334)
Diese Gleichung muss fiir r = 0 zu allen Zeiten erfiillt sein. Hieraus folgt:
W; = Wy = Ws. (3.3.5)

Ferner muss fiir jeden beliebigen Vektor r|, der in der Grenzfliche liegt, die folgenden
Bedingungen gelten:

Wir zerlegen nun die Wellenvektoren in eine Normalkomponente parallel zu €, und in
eine Tangentialkomponente, die parallel zur Grenzfliche orientiert ist:

kj = kj,J_ e, + kjv” éjv” mit § =1,r,1. (337)
Einsetzen in Gleichung (3.3.0) zeigt:

Kifl €| = Frj €r) = ke €, (3.3.8)
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3 Elektromagnetische Felder an Grenzflachen

Somit sind die Tangentialkomponenten der drei Wellenvektoren gleich und die Wellenvek-
toren liegen alle in der Einfallsebene.

Die einfallende und die reflektierte Welle befinden sich beide in Medium 1, so dass die
zugehorigen Wellenvektoren den selben Betrag k; = k, = kgn, aufweisen. Zusammen mit
ki = ki sin(6;) und k. = k, sin(6,) ergibt sich damit das Reflexionsgesetz:

0; =0,| (3.3.9)
Fiir die einfallende und die transmittierte Welle gilt:
k; sin(60;) = k; sin(6;). (3.3.10)

Mit k; = kony und k; = kgno folgt sofort das Brechungsgesetz:

ny sin(6;) = nq sin(6;) |. (3.3.11)

s-Polarisation p-Polarisation

&
&y [y

Abbildung 3.3: Reflexion und Brechung einer ebenen Welle an einer Grenzfliche fir s-
Polarisation und p-Polarisation.

Wir wollen nun die Amplituden und Phasen der reflektierten und transmittierten Wellen
berechnen. Hierbei ist es ausreichend zwei Félle zu betrachten, die in der Literatur mit
s-Polarisation und p-Polarisation bezeichnet werden]. Alle anderen Fille kénnen dann als
Uberlagerung entsprechend polarisierter Wellen behandelt werden.

'Merkregel: ,s wie senkrecht* und ,,p wie parallel“ (zur Einfallsebene).



3 Elektromagnetische Felder an Grenzflachen

3.3.1 S-Polarisation

Wir betrachten zunachst Reflexion und Transmission fiir s-Polarisation, d.h., wir nehmen
an, dass das elektrische Feld senkrecht auf der Einfallsebene steht. Aus der Stetigkeitsbe-
dingung fir E; folgt:

E(]i + E(]T = E(]t. (3312)

Zusétzlich ist Hy = By /(pop) stetig an der Grenzfliche?:

By, B, B
% cos(0;) + —= cos(f,) = ——2 cos(8,). (3.3.13)
M1 tho H1fo atto

Mit 0; = 0, und By = wEo finden wir:

ny U

FEy; — Ey,) cos(0;) = Eo; cos(6;). 3.3.14
L (B = Eir) €o5(0) =~y cos(6) 3314

Einsetzen von Gleichung (B312]) liefert zusammen mit 1/Z = n/(uopco) die Fresnel-
Gleichungen fiir s-Polarisation:

-4 2 , (3.3.15)

<E0r> Zi cos(;) — ZLQ cos(6;)
ry =

Eoi)s 7 cos(6;) + - cos(6;)
EOt) % cos(0;)
t, = - s . 3.3.16
<E0i s 7 cos(6;) + 5 cos(6) ( )

In der Optik gilt (meistens) 4 = 1, so dass 1/Z = Z-. Die Fresnel-Gleichungen kdnnen
dann in der folgenden Form angegeben werden:

Eo, ny cos(6;) — ng cos(6;)
- N 3.1
" (E(]i >3 nq COS(@Z-) + noy cos(@t) ! (3 3 7)

EOt) 2n4 cos(6;)
=\E,. /).~ 3.1
(EOz‘ s mnycos(b;) + nycos(6;)’ (3.3.18)

3.3.2 P-Polarisation

Jetzt untersuchen wir das Reflexions- und Transmissionsverhalten einer Grenzfliche fiir
p-Polarisation, bei der die magnetische Flufidichte senkrecht auf der Einfallsebene steht.
Die Stetigkeitsbedingung fiir H| ergibt unter Benutzung von Gleichung (Z2Z30):

1 1 1

—Ey + —FEy = —Fy,. 3.3.1
7 0+Z1 0 7, o ( 9)

2Die Vorzeichenwahl bezieht sich im Folgenden auf Abbildung
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3 Elektromagnetische Felder an Grenzflachen

Aus der Stetigkeit von F) an der Grenzflache folgt:
Eoy; cos(6;) — Eo, cos(6,) = Eo cos(6y). (3.3.20)

Unter Beriticksichtigung des Reflexionsgesetzes erhalten wir nach kurzer Rechnung die
Fresnel-Formeln fiir p-Polarisation:

Eo, 2 cos(6;) — 4 cos(6
rp = (_0) ~ 2 (6:) % (6) , (3.3.21)
Eoi/p 4 cos(6;) + = cos(6;)
B, 2 cos(6;
t, = ( °t> =52 (1 ) . (3.3.22)
Eoi/y 5 cos(0) + 4 cos(6)
Fir g =1, lassen sich die Fresnel-Gleichungen wie folgt schreiben:
Ey, ng cos(6;) — ny cos(6;)
_ _ 3.3.23
"p (Eoi )p ny cos(6;) + ng cos(6;)’ ( )
Eo; 2n1 cos(6;)
t,=|—| = . 3.3.24
P <E0i >p ny cos(6;) + ng cos(6;) ( )

3.4 Reflexion und Transmission an der Grenzflache
zweier Dielektrika

Wir wollen nun die Fresnel-Formeln fiir zwei dielektrischeMedien auswerten. Als Beispiel
betrachten wir hierbei eine Grenzflache zwischen Glas (Brechungsindex n = 1.5) und Luft
(Brechungsindex n = 1)

3.4.1 AuBere Reflexion

Wir betrachten zunéchst den Fall der dufleren Reflexion (n; < ng), d.h. die einfallende
Welle trifft aus dem optisch diinneren Medium kommend auf die Grenzfldche.

Bei senkrechtem Einfall gilt |rs| = |r,| und ¢s = t,. Aufgrund der von uns verwendeten
Vorzeichenkonvention weisen r, und r, unterschiedliche Vorzeichen auf. Fiir s-Polarisation
ist das elektrische Feld der reflektierten Welle gegeniiber der einfallenden Welle fiir alle
Einfallswinkel um 180° phasenverschoben (,,Reflexion am festen Ende®). Beim Brewster-
Winkel 0; = fp tritt fiir p-Polarisation keine reflektierte Welle auf (r, = 0). Eine kurze
Rechnung (Beweis: Ubung) zeigt:

tan (0p) = % . (3.4.1)
1
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Abbildung 3.4: Amplitudenkoeffizienten als Funktion des Einfallswinkel bei duflerer Reflexion
an der Luft/Glas Grenzflache.

und
Og + 6, = 90°. (3.4.2)

Fir die Luft/Glas-Grenzflache erhalten wir 65 = 56.3°. Anschaulich kann die verschwin-
dende Reflexion beim Brewsterwinkel wie folgt erklart werden: Nahe der Grenzfliche
werden im hochbrechenden Medium Dipole durch das elektrische Feld zu Schwingungen
angeregt. Da die Dipole nicht in Richtung der Dipolachse abstrahlen, tritt keine reflek-
tierte Welle auf. Fiir streifenden Einfall (6; — 90°) wirkt die Glasscheibe wie ein Spiegel
mit 75, = —1 und ¢,, — 0.

Abbildung 3.5: Brewster-Winkel.
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3.4.2 Innere Reflexion

Als néchstes diskutieren wir nun den Fall der inneren Reflexion (n; > ns), bei der das
Licht aus dem optisch dichteren Medium auf die Grenzflache fallt. Wir beschranken uns
hierbei zunéchst auf 6; < «, mit sin(a,) = 2. Den Fall 0; > «, werden wir im nachsten
Abschnitt getrennt behandeln.

o}
25 -
I
2t II
g bl
S 157 s
2 ——=
E I S
) 1
(@]
XX
&
2
F)
€ " 0
< r 8
-0.5 P
-1 1 1 1 1
0 20 40 60 80
ei(Grad)

Abbildung 3.6: Amplitudenkoeffizienten als Funktion des Einfallswinkel bei innerer Reflexion an
der Glas/Luft Grenzfliche.

Fiir senkrechten Einfall gilt wieder |rg| = |r,| und ¢; = t,. Wie zuvor kénnen wir die un-
terschiedlichen Vorzeichen von 7, und 7, auf unsere Vorzeichenkonvention zurtickfithren.
Fiir s-Polarisation schwingt das elektrische Feld der reflektierten Welle fiir alle Einfalls-
winkel mit der einfallenden Welle in Phase (,,Reflexion am losen Ende*). Auch bei innerer
Reflexion tritt beim Brewster-Winkel 6, = 0p fiir p-Polarisation keine reflektierte Welle
auf (r, = 0). Wieder gilt:

N2

tan (0g) = —. (3.4.3)

ni

und
0 + 0, = 90°. (3.4.4)

Fir die Luft/Glas-Grenzflidche gilt bei bei interner Reflexion 65 = 33.7°. Nahert sich der
Einfallswinkel dem Grenzwinkel der Totalreflexion ( 6; — «, ) so streben die Amplitu-
denreflexionskoeftizienten gegen Eins (r,, — 1). Interessanterweise gilt fiir die Amplitu-
dentransmissionskoeffizienten ¢, /4 0 (Widerspruch?).
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3.5 Transmissions- und Reflexionsgrad

Bisher haben wir uns fiir die Amplituden der Felder an der Grenzflache interessiert. Im
Folgenden wollen wir die Energiestromdichten untersuchen, die mit der einlaufenden, der
reflektierten und der transmittierten Welle verkntipft sind.

A cos(0,)

Abbildung 3.7: Reflexion und Transmission eines Strahlenbiindels.

Nach Gleichung (2:Z73) gilt fir den zeitlichen Mittelwert des Poyntingvektors:
« Einlaufende Welle:

11 k;
D = = —|Eo]* . 5.1
« Reflektierte Welle:
11 k
Sr) = s IrEol* 7. 3.5.2
(S = 57l 5 (352)
o Transmittierte Welle (duere Reflexion und innere Reflexion fiir 6, < «):
11 k
Si) = = —[tEo|> —. 5.
< t> 222‘ 0‘ ‘kt‘ (3 3)
 Transmittierte Welle (innere Reflexion fiir 6, > «):
(S;) e, =0 (siehe vorheriger Abschnitt). (3.5.4)
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3 Elektromagnetische Felder an Grenzflachen

Der Reflexionsgrad R ist definiert als der Bruchteil der eingestrahlten Leistung, der an
der Grenzflache reflektiert wird:

S ed
R=1gey =P (3.5.5)

Der Transmissionsgrad T ist der Bruchteil der eingestrahlten Leistung, der durch die
Grenzfliche transmittiert wird. In diesem Fall haben wir zu beriicksichtigen, dass ein
Flachenelement A von der einlaufenden Welle und der transmittierten Welle aufgrund der
Brechung unter verschiedenen Winkeln , gesehen wird.

(S0 e _ Zicos (0)

T p— p—
|(S;) -e.| Zycos(6;)

1% | (3.5.6)

Aus Griinden der Energieerhaltung gilt fiir verlustfreie Medien (reelle Impedanzen):

T 1] 57

AuRere Reflexion Innere Reflexion

1__---=—-— - T l__:’:—\'

R
s
R

-

-— T

20 40 60 80
Gi (Grad) 9i (Grad)

Abbildung 3.8: Reflexions- und Transmissionsgrad fir eine Luft/Glas-Grenzflache.

3.5.1 Totalreflexion und evaneszente Felder

Experiment: Totalreflexion von Mikrowellen am Wachsprisma (0736).

Wir wollen jetzt die Eigenschaften der Felder im optisch diinneren Medium bei Totalrefle-
xion genauer untersuchen. Hierzu betrachten wir eine ebene Welle, die auf eine Grenzflache
mit ny > ny trifft (siche Abbildung B.9)). Wir beschranken uns hier auf die s-Polarisation.
Der Fall der p-Polarisation kann aber ganz analog behandelt werden.
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Das gesamte elektrische Feld im optisch dichteren Medium (Brechungsindex n;) ergibt
sich aus der Uberlagerung der einfallenden Welle und der reflektierten Welle:

Ei (r,t) = E; (r,t) + E, (r,t) (3.5.8)
mit

E;(r,t) = Eelkir—t, (3.5.9)

E, (r,t) = rE;eler=t, (3.5.10)

Im optisch diinneren Medium (Brechungsindex ns) kann das elektrische Feld geschrieben
werden als:

E, (r,t) = t E; et (3.5.11)

Durch Einsetzen von E; (r,t) in die Helmholtzgleichung erhalten wir die Dispersionsrela-
tio
kt . kt = (kt,z e, + kt@ ex) . (kt,z e, + kt@ ez) = kiz —+ kiz = 7 (3512)
0

Hierbei haben wir den Wellenvektor k; in eine Komponente £, , e, parallel zur Grenzflache
und in eine Komponente k; , e, senkrecht zur Grenzfliche aufgeteilt (siche Abbildung [3.9).

Abbildung 3.9: Grenzflache zwischen zwei Medien mit n; > ns.

Nach Gleichung ([3.3.8)) sind die Tangentialkomponenten der Wellenvektoren der drei Wel-
len gleich grof:

ki,z = kT’7Z = k’onl sin (91) = k’ong sin (Gt) = kt,z- (3513)

Die Normalkomponente des Wellenvektors in Medium 2 ergibt sich damit zu:

2
kt,x = k’ong 1-— Sin2 (gt) = k’ong\l 1-— % SiIl2 (91) (3514)

2

3Wir nehmen an, dass &, und &, die Einfallsebene aufspannen.
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Fir 6, > a, = arcsin(ng/ng) wird k:, eine imaginire Gréfle und das elektrische Feld
fallt exponentiell in Medium 2 ab. Eine solche Welle wird als evaneszent bezeichnet.
Beispielsweise erhalten wir fiir s-Polarisation:

E, (r,t) = (0,t, E;,0) e!kt-27w gmaw (3.5.15)

mit

2

2
q= k:ong\l % sin? (6;) — 1. (3.5.16)

Das zugehorige Magnetfeld in Medium 2 berechnet sich zu:

—kts B gty E o
H, (r,t) = ( tats i 1 ) gk z—wt) g—az (3.5.17)
Wto WHo

Die z-Komponente des Magnetfeldes ist im Vergleich zum elektrischen Feld 90° aufler
Phase. Nach Gleichung (ZZ73) nimmt der zeitliche Mittelwert der z-Komponente des
Poynting-Vektors damit den Wert Null an, d.h. bei Totalreflexion wird in Medium 2 keine
Leistung abgestrahlt.

Wir wollen nun den Fall betrachten, dass eine Schicht eines optisch dinnen Mediums
zwischen zwei optisch dichte Medien eingebettet wird. Ist die Schichtdicke d deutlich gro-
Ber als die charakteristische Abfalllinge ¢, so beobachtet man auch bei diesem System
fir Einfallswinkel 0; > o, die Totalreflexion der einfallenden Welle an der Grenzflache
zwischen dem ersten optisch dichten Medium und dem optisch diinnen Medium. Ist hin-
gegen die Schichtdicke vergleichbar oder kleiner als die charakteristische Abfalllinge, so
kann ein Teil der evaneszenten Welle in das zweite optisch dichte Medium transmittiert
werden. Dieses Phénomen bezeichnet man als frustrierte Totalreflexion oder als optischen
Tunneleffekt.

Experiment: Tunneleffekt mit Mikrowellen (0736).

3.5.2 Reflektion an einem Spiegel bei senkrechtem Lichteinfall
Perfekter Leiter

Experiment: Stehende Mikrowelle.

Wir betrachten jetzt eine in z-Richtung linear polarisierte ebene Welle E (r,t) =
Ey; &, e'k=>=«0t) " die bei 2z = 0 senkrecht auf einen ebenen Spiegel fillt. Wir nehmen
zunachst an, der Spiegel sei ein perfekter Leiter. In der Physik II-Vorlesung haben wir
gelernt, dass die Tangentialkomponente des elektrischen Feldes an der Oberfliche eines
perfekten Leiters verschwindet. Um diese Randbedingung zu allen Zeiten zu erfiillen, muss

3-13



3 Elektromagnetische Felder an Grenzflachen

die Welle am Spiegel komplett reflektiert werden. Das Feld vor dem Spiegel kann somit
als Uberlagerung der einlaufenden und der reflektierten Welle geschrieben werden:

E (r,t) = Ey; &, e!®*%) 1 F &, e -k=2—wob) (3.5.18)
Mit der Bedingung E(z = 0,t) = 0 folgt:
Ey; = —Ej,. (3.5.19)
Somit erhalten wir:
E(r,t)=% [Eo@' 8, elhzzmwot) _ pg ethezmwo) | — 9@ 6 sin (k,z) sin (wot) . (3.5.20)

Wir sehen sofort, dass die Knoten des elektrischen Feldes sich nicht bewegen. Die Reflexion
der ebenen Welle am perfekten Leiter fithrt also zur Ausbildung einer stehenden Welle.

X

L

Abbildung 3.10: Stehende Welle vor einem ebenen perfekten Leiter.

Mit 0E,/0z = —0B, /0t ergibt sich fiir die magnetische Flussdichte:
B (r,t) = 2By, &, cos (k,z) cos (wot) . (3.5.21)

Hierbei ist By; = Egik./wo. Das elektrische Feld und die magnetische Flussdichte einer
stehenden Welle sind sowohl raumlich als auch zeitlich jeweils um eine viertel Periode
auBer Phase. Wir berechnen nun den Poynting-Vektor:
B (r,t k.
(x,t) =4 E3. sin (k.z) cos (k.z) sin (wot) cos (wot) &,. (3.5.22)
Ho HoWo
Nach einer kurzen Rechnungﬂ sehen wir, dass der zeitliche Mittelwert des Poynting-
Vektors verschwindet:

(S)=0. (3.5.23)

S(r,t) =E(r,t)x

Mit einer stehenden Welle ist im zeitlichen Mittel kein Energietransport verkniipft.

* Additionstheorem: sin (wot) cos (wot) = % sin (2wot)

3-14



3 Elektromagnetische Felder an Grenzflachen

Metallspiegel

Wir wollen nun die Reflexion an einem Metallspiegel analysieren. Wie wir in Abschnitt
2.5.2] gesehen haben, konnen wir dem Metall eine frequenzabhéngige dielektrische Funk-
tion €(w) = €(w) + 1’(w) bzw. einen Brechungsindex n(w) = n/(w) + n"(w) =

\/ €' (w)' 4 1" (w) zuordnen. Einsetzen in die Fresnel-Gleichungen liefert bei senkrechtem
Einfall fir die Luft-Metall-Grenzflache:

1= +wm") (1-n")—wm"

T Ty (n' + ") a (1+n')+wm” (3:5:24)
- ﬁ (3.5.25)

Der zugehorige Reflexionsgrad berechnet sich zu:
R pp o Lo (3.5.26)

(1+n/>2+n1/2

Unterhalb der Plasmafrequenz gilt fiir Metalle typischerweise n’ < n”, so dass ein Re-
flexionsgrad R =~ 1 erreicht wird. Im Gegensatz zu einem perfekten Leiter kann das
elektromagnetische Feld jedoch in das Metall eindringen (¢ # 0). Dort wird es exponen-
tiell gedampft. Als Skintiefe § bezeichnet man die Eindringtiefe, bei der der Betrag des
elektromagnetischen Feldes auf den 1/e-ten Teil des Wertes an der Oberflache abgefallen
ist. Nach Gleichung (ZZ44)) gilt:

1 _ (3.5.27)

kon” 2w’

J

Beispiel: Reflexion eines He-Ne-Lasers an einem Silberspiegel
» Brechungsindex (@ 632.8 nm): n = 0.135 + 23.985.
» Reflexionsgrad (@ 632.8 nm): R = 0.97.
o Skintiefe (@ 632.8 nm): 6 = 25 nm.

3.6 Dielektrische Wellenleiter

Experiment: Wellenleitung durch Totalreflexion.

Wir haben bereits bei der Behandlung der Totalreflexion im Rahmen der geometrischen
Optik angesprochen, dass dieser Effekt genutzt werden kann, um Licht iiber lange Di-
stanzen mit geringen Verlusten zu transportieren. Im Folgenden wollen wir die Wellen-
ausbreitung in dielektrischen Wellenleitern genauer betrachten. Dabei nehmen wir an,
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3 Elektromagnetische Felder an Grenzflachen

dass der Querschnitt des Wellenleiters sich entlang der Ausbreitungsrichtung nicht &n-
dert. Weiterhin werden wir uns auf Stufenindex-Wellenleiter beschranken, bei denen der
Brechungsindex ein Stufenprofil aufweist. (siche Abbildung B.1T]).

n;

Schichtwellenleiter Streifenwellenleiter Optische Glasfaser

Abbildung 3.11: Querschnitte verschiedener Stufenindex-Wellenleiter. Die Brechungsindexprofi-
le erfiillen die Bedingung nq > n9 > ng.

Bei der Untersuchung von Wellenleitern sind wir insbesondere an den Eigenschaften der
Moden des Wellenleiters interessiert. Dies sind die Wellen E(z,y, z,t), die mit den durch
die Wellenleitergeometrie vorgegebenen Randbedingungen kompatibel sind, und deren
Feldverteilung entlang der Wellenleiterachse (hier €,) gleich bleibt:

E(z,y,2,t) = Ey(z,y) P, (3.6.1)

Hierbei ist E,,(x,y) die fir die jeweilige Mode charakteristische Feldverteilung und 3 ist
die sogenannte Propagationskonstante. Man kann zeigen, dass sich jede im Wellenleiter
propagierende Welle als Uberlagerung von Wellenleitermoden darstellen lésst.

3.6.1 Schichtwellenleiter

Als einfaches Modellsystem fiir einen dielektrischen Wellenleiter wollen nun einen soge-
nannten Schichtwellenleiter untersuchen. Dieser besteht aus einem hochbrechenden Film
(Brechungsindex n;) der Dicke d, der zwischen zwei Halbrdume, dem Substrat ( Bre-
chungsindex ny) und der Abdeckung ( Brechungsindex ngs), eingebettet ist. Ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass ny > ny > ng gilt.

Wie bei der Reflexion einer ebenen Welle an einer Grenzschicht konnen wir wieder zwei
Polarisationszustdande getrennt betrachten (siche Abbildung 3.12):

« Tranversal elektrische Moden (TE Moden, s-pol),
» Tranversal magnetische Moden (TM Moden, p-pol).
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3 Elektromagnetische Felder an Grenzflachen

Abbildung 3.12: TE und TM Moden eines dielektrischen Schichtwellenleiters.

Im Folgenden werden wir uns auf die TE Moden konzentrieren. Der Fall der TM Moden
kann analog behandelt werden.

In der Filmschicht ergeben sich die Moden aus der Uberlagerung von propagierenden
ebenen Wellen. Im Gegensatz hierzu sind die Felder im Substrat und in der Abdeckung
evaneszent. Der folgende Ansatz fiir eine TE-Mode beriicksichtigt unsere Uberlegungen:

Ey(x,y, 2,t) = Ep(x) P77 (3.6.2)
mit
C exp(—px) 0<x
E,(z) ={ C|cos(hx) — isin(h) —d<z<0 (3.6.3)

C' |cos(hd) + %sin(hd)} exp(q(z+d)) =< —d

Hierbei sind die Groflen wie folgt definiert:

» Propagationskonstante (Parallelkomponente des Wellenvektors im Film):

B = koni sin (6;) (3.6.4)
o Normalkomponente des Wellenvektors im Film:

h = kony cos (0;) = \/kin} — 32 (3.6.5)
e Betrag der Normalkomponente des Wellenvektors im Substrat:

q =/ B* — kinj (3.6.6)

o Betrag der Normalkomponente des Wellenvektors in der Abdeckung:

p=\/[% — kin} (3.6.7)
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3 Elektromagnetische Felder an Grenzflachen

Die zugehorige magnetische Flussdichte folgt aus V x E = —B. Anhand der Stetigkeits-

bedingungen fiir £, und H, bei z = 0 und = —d erhalten wir:
P+q
tan (hd) = ———~. 3.6.8
(hd) h (1 — pq/h?) (3.6.8)

Nach kurzer Rechnun ergibt sich die folgende implizite Darstellung der Dispersionsre-
lation w(f3) der TE-Moden:

27 _ kg(nt — nd) kg (ni — n3)
d k(Q]n% - 62 = arctan (\l W — 1 | +arctan W —1|+mm. (369)

Der Index m charakterisiert die verschiedenen Wellenleitermoden und kann die Werte m =
0,1,2,... annehmen. Anschaulich beschreibt m die Anzahl der Knoten des elektrischen
Feldes in der Filmschicht. Durch numerische Losung dieser Gleichung kénnen wir die
Dispersionsrelation w(/3) berechnen.

— TE —TE] — TE

0 2
' ' 7 ' . -
6 Substrat e
<) \v’
= Abdeckung .~ R o
E o4 A
N A /”’
o et e
o d ~ ~
—~ o~
3 2t S ==
=

0 2 4 6 8 10
B(21/d)

Abbildung 3.13: Dispersionsrelation der TEgy, TE; und TEs- Mode. Beispielparameter: ny = 2.0,
no = 1.5 und ng = 1.0.

Der obige Ansatz beschreibt nur dann eine gefithrte Welle, falls p und ¢ reellwertige Gréflen
sind. Fir 8 < kgng wird ¢ komplex und die Welle kann sich somit im Substrat ausbreiten.
Die Abschneidefrequenz der m-ten Mode kann daher aus der Bedingung ¢ = 0 bestimmt
werden:

Co (arctan ( Z%:Z%) + mw)
= (3.6.10)

Weut, TE =
dy/n? —n3

Fiir einen symmetrischen Wellenleiter (ny = ns) ist die TE(-Mode immer gefithrt, d.h.,

Weut, TEO = 0.

Sarctan (%) = arctan(x) + arctan(y)
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3 Elektromagnetische Felder an Grenzflachen

Die Dispersionsrelation w(f) kann qualitativ anhand des Moden-Profils erklart werden:
Nahe der Abschneidefrequenz fillt die Mode im Substrat nur langsam ab, so dass ein
Grofiteil des Feldes sich dort befindet. Daher verhalt sich die Mode ,substratartig® und
folgt der Substrat-Lichtlinie w = Scg/ng. Mit zunehmender Frequenz erfolgt eine Kon-
zentration der Mode in der Filmschicht. Damit wird sie ,filmartiger“ und nahert sich der
Film-Lichtlinie w = B¢ /ny.

(a) Substrat  Film Abdeckung (b) Substrat  Film  Abdeckung
of | N TE, | 1 ' — 1250,

—2.500 _,

41 ' —5.000 ,,

S \_ e, St
2 ) |

0 Jf\p TEO 0 . .
—4 -2 0 2 4 —4 -2 0 2 4
x(d) x(d)

Abbildung 3.14: (a) Modenprofil der TEy, der TE; und der TEo- Mode. Beispielparameter:
ny = 2, ng = 1.5, ng = 1.0, A = 2d. (b) Modenprofil der TE¢-Mode fir
verschiedene Frequenzen.

Tipp: 1-D mode solver for dielectric multilayer slab waveguides:
https://www.computational-photonics.eu/oms.html

3.6.2 Optische Glasfasern

Eine optische Glasfaser ist ein dielektrischer Wellenleiter mit typischerweise zylindersym-
metrischen Querschnitt. Im Folgenden konzentrieren wir uns auf Stufenindex-Glasfasern,
bei denen der lichtfiihrende Kern (Brechungsindex n;) in ein Material mit etwas niedri-
gerem Brechungsindex ny (Mantel) eingebettet ist (siehe Abbildung B.15]).

Optische Glasfasern spielen eine wichtige Rolle in der modernen Telekommunikation und
bilden die ,,Nervenbahnen“ des Internets. Charles Kuen Kao, einer der Pioniere auf diesem
Gebiet, wurde 2009 der Nobel-Preis in Physik fiir seine bahnbrechenden Beitrédge zum
Gebiet der Lichtleitung mittels Glasfasern verliehen.

Typische Parameter einer monomodigen Telekommunikations-Glasfaser

 Betriebs-Wellenldnge: A = 1.55 um (geringe Absorptionsverluste).
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2b

Mantel — Kern

>§2a <

Abbildung 3.15: Schematischer Querschnitt einer Stufenindex-Glasfaser.

Mantel: Ultrareines Quarz-Glas (ny = 1.46).
o Kern: Germanium dotiertes Quarz-Glas.

» Relative Brechzahldifferenz fiir typische Dotierkonzentrationen:

A="1""2 0001 - 0.02. (3.6.11)

ni

» Geometrische Abmessungen:
— Kern-Durchmesser: 2a = 8 pm.

— Mantel-Durchmesser: 2b = 125 um.

Aufgrund der geringen relativen Brechzahldifferenz sind die Moden typischer Glasfasern in
sehr guter Naherung transversale Wellen, d.h., die Komponenten des elektromagnetischen
Feldes entlang der Zylinderachse konnen vernachlassigt werden.

Stufenindex-Glasfasern kénnen anhand des sogenannten V-Parameters
= —/nf — n} (3.6.12)

charakterisiert werden. Man kann zeigen, dass fiir V' < 2.405 sich nur ein Mode ent-
lang der Glasfaser ausbreitet. Man spricht in diesem Fall von einer Monomodefaser. Fir
Werte von V' > 2.405 werden weitere Moden gefiihrt und man bezeichnet die Glasfaser
dementsprechend als Multimodefaser.

Absorption und Streuung in der Glasfaser fithren zu einem exponentiellen Abfall der
Lichtleistung P (L) mit der Propagationslédnge L. Der zugehorige Absorptionsgrad a wird
tiblicherweise in dB/km angegeben:

1 1
= —101 — 6.1
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3 Elektromagnetische Felder an Grenzflachen

Abbildung 3.16: Intensitétsprofil einiger Glasfaser-Moden (V' = 10). Die weile Linie markiert
die Grenze zwischen dem Kern und dem Mantel.

Normierte Intensitat

wobei T'(L) = P(L)/P(0) der Transmissionsgrad der optischen Glasfaser ist. Der Absorp-
tionsgrad einer typischen Telekommunikations-Glasfaser ist in Abbildung B.I7 schema-
tisch dargestellt.

N

3 [*. Rayleigh Infrarot- 1 |
*\ Streuung Absorption | |
~~ \\ !
§ 1 F ’ /Il
) K A
<) N OH-Absorption /
3 03 [ \\\ >
| UV Absorption )
0.1 e | YRS
08 1.0 12 14 1.6
Wellenldnge (um)

Abbildung 3.17: Absorptionsgrad einer typischen Telekommunikations-Glasfaser.
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3.7 Ausblick in die Forschung:
Oberflachen-Plasmon-Polaritonen

In Abschnitt haben wir gesehen, dass Licht in Metallen fiir Frequenzen w unterhalb
der Plasmafrequenz w, stark gedampft wird. Beispielsweise betrégt die Propagationslén-
ge von sichtbaren Licht in Silber weniger als 50 nm. Jedoch kénnen an der Grenzfliche
zwischen einem Metall (¢, < 0) und einem Dielektrikum (¢; > 0) Oberflichenwellen,
sogenannte Oberflichen-Plasmon-Polaritonen (eng: surface plasmon polariton, SPP) exis-
tieren. Diese stellen einen Mischzustand aus einer elektromagnetischen Welle und einer
longitudinalen Elektronen-Dichte-Welle dar.

Im folgenden suchen wir die Feldverteilung fiir eine Oberflichenwelle, die entlang der
Grenzfliche in é,-Richtung lauft und in den beiden Medien exponentiell abféllt. Wir
probieren hierzu den folgenden Ansatz fiir die magnetische Feldstérke:

H(z > 0,y,2,t) = (O,A,O)e’(ksppz_“t)e_km (Dielektrikum), (3.7.1)
H (2 <0,y,2z,t) = (0,B,0)ekserechaz  (\etall). (3.7.2)

Die zugehorige elektrische Feldstarke berechnet sich zu:

k’SPpA 0 —Zk’;_A

Ef(z > 0,y,2,t) = < )a“’ﬂswwﬂe’fﬁ (Dielektrikum)(3.7.3)

WeYEg | WepEg
kspp B k. B -

E (x<0,y,2,t) = < SPPZ 0, Yo )e’(ksppz“’“ek” (Metall) (3.7.4)
WEEm WENEM

Aus den Stetigkeitsbedingungen fiir /,, und F, an der Grenzflache folgt:

A = B, (3.7.5)
kit ko

oo 2 3.7.6
” - (3.7.6)

Weiterhin finden wir durch das Einsetzen des obigen Ansatzes in die Helmholtzgleichung:

kspp — (K)? = Edga (3.7.7)
2 —\2 w?
kspp — (k)" = Emg- (3.7.8)

Durch Umformen erhalten wir dann nach einer kurzen Rechnung die SPP-
Dispersionsrelation:

w [ €i€m
kspp = —

: 3.79
Co\ €4+ €m ( )
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1000
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Abbildung 3.18: Dispersionsrelationen fiir SPPs an den Grenzflachen zwischen Silber und Glas.

Uber einen weiten Frequenzbereich ist die SPP-Propagationskonstante kgpp grofer als die
Wellenzahl k = ko./€4. SPPs kénnen in diesem Fall nicht in das Dielektrikum abstrahlen
oder lassen sich umgekehrt mit der Hilfe von ebenen Wellen aus dem Dielektrikum anre-
gen. Zur Kopplung von Licht an SPPs werden deshalb spezielle Techniken benétigt (siehe

Abbildung 3.19).

Abbildung 3.19: Anregung von SPPs mittels Prismen oder Gitter.

SPPs ermoglichen es starke elektromagnetische Felder in der Nahe von Metalloberflachen
zu erzeugen. Dieser Effekt wird bei der Oberflachen-Plasmonen-Resonanzspektroskopie
zum empfindlichen Nachweis von Biomolekiilen verwendet (siche Abbildung 3.20)). Hierzu
wird ein diinner Goldfilm auf die Basisfliche eines Prismas aufgebracht. Der Goldfilm
wird mit einer funktionaler Schicht versehen, die typischerweise eine Monolage dick ist.
Uber das Prisma werden SPPs an der oberen Grenzschicht angeregt. Die nachzuweisenden
Molekiile konnen nach dem Schliissel-Schloss-Prinzip spezifisch an die funktionale Schicht
binden. Durch die angekoppelten Molekiile dndert sich die dielektrische Funktion der
funktionalen Schicht geringfiigig €,y — €em + de. Da das elektromagnetische Feld des
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3 Elektromagnetische Felder an Grenzflachen

Oberflachen-Plasmon-Polaritons an der Grenzflaiche konzentriert ist, fithrt dies zu einer
messbaren Variation der Anregebedingung fiir das Oberflichen-Plasmon-Polarition. Zum
Nachweis kann dann entweder eine Anderung des SPP-Anrege-Winkels 6, oder der SPP-
Resonanz-Wellenlange genutzt werden.

8L:l Sd [ ]
Y YYYYYYY 50 Y YY Y YY Y
8m(('o) kSPP Sm((l)) 1(SPP
Sp 0 Sp 0
0, i 0, :

Abbildung 3.20: Prinzip der Oberflachen-Plasmonen-Resonanzspektroskopie.
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4 Polarisation

Licht besitzt als elektromagnetische Welle vektoriellen Charakter. Mit diesem Aspekt, der
Polarisation des Lichts, wollen wir uns in diesem Kapitel ausfiihrlich befassen. Wir be-
trachten hierzu als erstes Wellen mit definiertem Polarisationszustand, d.h, Wellen deren
Amplitudenvektor raumlich und zeilich konstant ist. Im Anschluss daran diskutieren wir
verschiedene Effekte und darauf basierende optische Elemente, die genutzt werden kon-
nen, um den Polarisationszustand einer Welle zu manipulieren. Zum Abschluss lernen wir
den Jones Formalismus kennen, der die effiziente Berechnung des Polarisationszustandes
einer ebenen Welle nach der Transmission durch verschiedene optische Elemente erlaubt.

4.1 Wellen mit definiertem Polarisationszustand

Gegeben sei eine monochromatische elektromagnetische Welle, die sich entlang der z-Achse
in einem isotropen, homogenen Medium ausbreitet. Die zugehorige elektrische Feldstérke
schreiben wir als:

E(z,t) = R{Aet=n} (4.1.1)
wobei
A=A¢e,+ A6, =a,€,+a,eve, (4.1.2)

ein komplexer Amplitudenvekto ist. Die Welle hat einen definierten Polarisationszu-
stand, wenn der Amplitudenvektor A rdumlich und zeitlich konstant ist. Dieser Polarisa-
tionszustand kann durch die Kurve charakterisiert werden, die der Endpunkt des elektri-
schen Feldvektors fiir eine fixe Position z = zy beschreibt:

E(z = 2,t) = E,&, + E,é, (4.1.3)
mit

E, = agcos(kz —wt), (4.1.4)
E, = aycos(kzy—wt+ ).

!Durch geeignete Wahl des Zeitnullpunkts konnen wir immer eine Darstellung finden, so dass A, reell
ist
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4.1.1 Linear polarisierte ebene Wellen

Die elektromagnetische Welle wird als linear polarisiert bezeichnet, wenn der elektrische
Feldvektor E(z = 2y, t) entlang einer Linie in der zy-Ebene hin und her oszilliert. Dies ist
der Fall, wenn entweder eine der beiden Komponenten des Amplitudenvektors verschwin-
det (a, = 0 oder a, = 0) oder falls die beiden elektrischen Feldkomponenten exakt in
Phase (¢ = 0) oder aufler Phase (¢ = 7) schwingen.

Es ldsst sich immer ein geeignetes kartesisches Koordinatensystem (2'y’z) finden, so dass
das elektrische Feld einer linear polarisierten Welle in der folgenden Form angeben werden
kann:

E(z,t) = apé, cos (kz — wt) . (4.1.6)
Der Vektor €,/ definiert die Polarisationsrichtung der linear polarisierten Welle.

Laut Gleichung (£1.2) kann jede ebene Welle als Uberlagerung von zwei orthogonalen,
linear polarisierten Wellen aufgefasst werden. Hierbei entscheiden sowohl die Amplituden
als auch der Phasenunterschied ¢ zwischen den beiden linear polarisierten Wellen tiber
den Polarisationszustand der resultierenden ebenen Welle.

4.1.2 Zirkular polarisierte ebene Wellen

Wir betrachten nun den Fall, dass die 2- und y-Komponente des elektrischen Felds den
selben Betrag (a, = a, = a) aufweisen aber 90° aufler Phase schwingen:

E(z = 2,t) = aé,cos(kz — wt)+ ag, cos (kzo —wt £ g) : (4.1.7)

= aé, cos (kzg — wt) F aé,sin (kzy — wt). (4.1.8)

Rechtszirkular polarisierte Welle

Die Phasenverschiebung ¢ = — /2 fithrt zu einer sogenannten rechtszirkular polarisierten

Welle:

Er(z = 2, t) = aé, cos (kzy — wt) + aé, sin (kzg — wt) . (4.1.9)

Fiir einen festen aber beliebigen Wert z = 2 dreht sich die Spitze des elektrischen Feldvek-
tors mit der Winkelgeschwindigkeit w in der xy-Ebene im Kreis. Blickt man in Richtung
der Lichtquelle (also entgegen der Propagationsrichtung), so wird der Kreis im Uhrzeiger-
sinn durchlaufen. Zu einem festen aber beliebigen Zeitpunkt ¢ = ty beschreibt die Spitze
des elektrischen Feldvektors eine rechtshandige Schraubenlinie, wenn man in Propagati-
onsrichtung blickt. Der elektrische Feldvektor vollfiihrt pro Wellenldnge eine vollstandige
Drehung.
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Linkszirkular polarisierte Welle Rechtszirkular polarisierte Welle

AN AN

Y A

Abbildung 4.1: Linkszirkular polarisierte Welle und rechtszirkular polarisierte Welle.

Linkszirkular polarisierte Welle

Fiir ¢ = m/2 erhalten wir eine sogenannte linkszirkular polarisierte Welle :

E(z = 2,t) = aé, cos (kzg — wt) — aé, sin (kzy — wt). (4.1.10)

Héalt man wieder den Ort fest und blickt entgegen der Ausbreitungsrichtung, so dreht
sich nun der elektrische Feldvektor im Gegenuhrzeigersinn in der xy-Ebene. Blickt man
zu einem festen Zeitpunkt ¢t = ¢y in Propagationsrichtung, so beschreibt die Spitze des
elektrischen Feldvektors eine linkshdndige Schraubenlinie.

Uberlagerung zirkular polarisierter Wellen

Laut Gleichungen (£.1.9) und (£I.I0) ergeben sich links- und rechtszirkular polarisierte
Wellen als Uberlagerung von linear polarisierten Wellen mit einer Phasenverschiebung
von ¢ = 47 /2. Umgekehrt zeigt das folgende Beispiel, dass man durch die Uberlagerung
einer links- und einer rechtszirkular polarisierten Welle mit gleicher Amplitude eine linear
polarisierte Welle erhalt:

Er+E;, = aé, cos(kz—wt)+ag, sin(kz — wt) +
aé, cos(kz —wt) — aé, sin (kz — wt)
= 2aé, cos(kz —wt). (4.1.11)
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Durch die Wahl einer geeigneten Phasenverschiebung zwischen den beiden zirkular polari-
sierten Wellen kann die Polarisationsrichtung der resultierenden linear polarisierten Welle
eingestellt werden (Beweis: Ubung).

4.1.3 Elliptisch polarisierte ebene Wellen

Abgesehen von den oben besprochenen Spezialfiallen beschreibt die Spitze des elektrischen
Feldvektors eine Ellipse in der zy-Ebene. Um dies zu zeigen schreiben wir die Gleichungen

(A14) und (£13) als:
E.

= = cos (kzy — wt) (4.1.12)
Ay
E, : .
— = cos (kzp — wt + @) = cos (kzg — wt) cos (@) — sin (kzg —wt)sin (). (4.1.13)
a

)
Als nachstes berechnen wir

E E,
—4 — L cos (p) = —sin (kzg — wt) sin (). (4.1.14)
ay, Gy

Durch das Quadrieren von Gleichung (£I.14)) und durch die Verwendung von

2

E,
sin (kzg —wt) = 4|1 — (—) (4.1.15)
al‘
erhalten wir:
EN? (E)\® _E.E
= =) —2—= = sin () . 4.1.16
(£ +(2) 22 o) —si (o) (4.015)

Diese Gleichung beschreibt eine Ellipse in der zy-Ebene. Daher spricht man von elliptisch
polarisiertem Licht. Abbildung .2 zeigt exemplarisch die Kurve der Spitze des elektrischen
Feldvektors fir a, = a, und verschiedene Werte von ¢.
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o= o=—"Tn/8 o=—3m/4 o=—57/8
y y

A

>
>

k<
xl

o=—T1/2 o=—37/8 o=—1/4 o=—1/8
y Y4 y y
RCP
X X X
¢=0 o=m/8 o=m/4 ¢=37/8
y y Yy A

4
bl
%
x[
>4

o=n/2 ¢=51/8 ¢=31/4 ¢o=71/8

Yy A
LCP
X X

Abbildung 4.2: Beispiele fiir elliptisch polarisierte ebene Wellen mit a, = a,. RCP und LCP
stehen fiir rechtszirkular bzw. linkszirkular polarisiertes Licht
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4.2 Polarisatoren

Experiment: Transmission durch einen Turmalin-Kristall.

Experiment: Polaroid-Folien.
Experiment: Drahtpolarisator.

Viele Lichtquellen, etwa die Sonne, senden unpolarisiertes Licht aus, dessen Polarisations-
zustand sich sehr schnell und statistisch &ndert. Ein Polarisator ist ein optisches Element,
das unpolarisiertes Licht nach der Transmission/Reflexion in einen definierten Polarisa-
tionszustand iiberfithrt. In der Praxis spielen vor allem Linearpolarisatoren eine grofle
Rolle, die unpolarisiertes Licht in linear polarisiertes Licht wandeln. Hierbei wird nur
Licht, dessen elektrischer Feldvektor in der Richtung der Durchlassachse ép des Pola-
risators schwingt, durchgelassen. Féllt unpolarisiertes Licht der Intensitat [y auf einen
idealen Linearpolarisator (keine Verluste entlang der Durchlassrichtung), so besitzt die
transmittierte linear polarisierte Welle die Intensitét 1/21,.

Unpolarisierte
Licht/

S

//

Abbildung 4.3: Erzeugung von linear polarisiertem Licht mit der Hilfe eines Linearpolarisators.

Zur Realisierung eines Linearpolarisators konnen verschiedene optische Effekte genutzt

werden:

» Reflexion an einer dielektrischen Grenzfliche unter dem Brewsterwinkel (siche Ab-

schnitt B3)).

 Transmission durch ein dichroitisches (,,zweifarbiges*) Medium, das einen bestimm-

D

Ausbreitungs-
richtung

4 Polarisation

Linear-
Polarisator

Durchlass-
richtung

Linear po

e

larisiertes
Licht

<
i/
-

e

ten Polarisationszustand selektiv absorbiert oder reflektiert.

Drahtgitterpolarisatoren fiir Mikrowellen- und Infrarotstrahlung bestehen aus einer
Anordnung parallel ausgerichteter metallischer Dréhte, deren Abstédnde kleiner als
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die Wellenldnge sind. Eine parallel zu den Drahten polarisierte elektromagnetische
Welle erzeugt in diesen einen oszillierenden elektrischen Strom. Dieser Strom ist die
Quelle fiir eine elektromagnetische Welle, die um 180° gegeniiber der einfallenden
Welle phasenverschoben ist (Grund: Randbedingung fir ein Metall). In Vorwérts-
richtung 16schen sich die einfallende und die erzeugte Welle aus. Damit bleibt nur
die in Riickwértsrichtung abgestrahlte (reflektierte) Welle tibrig. Ist die einfallende
Welle dagegen senkrecht zu den Dréhten polarisiert, so kann kein Strom angeregt
werden und die Welle wird transmittiert.

Abbildung 4.4: Orginal Drahtgitterpolarisator von Heinrich Hertz. Foto: Michael Kortmann.

Fir Polaroidfilter verwendet man eine Polyvinylalkohol-Folie (PVA), die Jodkris-
tallite enthalt. Wahrend der Fertigung wird die PVA-Folie erhitzt und gestreckt, so
dass es fiir die Orientierung der Polymerketten eine Vorzugsrichtung gibt. Die Jod-
kristallite lagern sich hierbei bevorzugt entlang der Polymerketten an. Dies fiithrt zu
einer erhohten elektrischen Leitfdhigkeit in Richtung der Polymerketten. Analog zu
einem Drahtgitterpolarisator wird Licht mit der Polarisationsrichtung entlang der
Vorzugsrichtung stérker absorbiert als eine hierzu senkrecht polarisierte Welle.

o Weiterhin kann linear polarisiertes Licht mit der Hilfe von Doppelbrechung (siehe

Abschnitt [1.33)) erzeugt werden.
Experiment: Polarisationsfolien auf OHP.

Wir betrachten jetzt zwei ideale Linearpolarisatoren, deren Durchlassrichtungen ép; und
€po um den Winkel 6 gegeneinander verdreht sind. Damit gilt:

éDl . éD2 = COS(Q). (421)

Hinter dem ersten Polarisator besitzt die Welle den Amplitudenvektor:

E1 - E1 éDl- (422)

Der zweite Polarisator (Analysator) 14t nur die Feldkomponente in der Durchlassrichtung
€p9 passieren. Zerlegen wir nun ép; in eine Komponente parallel und senkrecht zu €pso,
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Unpolarisiertes
Licht

Polarisator

0 /E1 Analysator

E,cos(0)

/| ~

Abbildung 4.5: Kombination von zwei Linearpolarisatoren.

so erhalten wir den Amplitudenvektor der Welle hinter dem Analysator:

E2 = (E1 . éDQ) éDQ = E1 COS(@) éDQ. (423)

Die Intensitat der Welle hinter dem Analysator folgt damit dem Malusschen Gesetz:

I(0) = I, cos*(0) | (4.2.4)

4.3 Wellen in anisotropen Medien

Experiment: Doppelbrechung an Kalkspat.

Bisher haben wir Wellen in isotropen Medien untersucht. Wir wollen nun den Fall be-
trachten, dass die in einem Medium angeregten elektischen Dipole nicht parallel zum
elektrischen Feld der eingestrahlten Welle schwingen, d.h., D /|E. Anschaulich kénnen
wir ein solches anisotropes Medium mit dem Lorentz-Oszillator Modell beschreiben, wenn
wir annehmen, dass in unterschiedlichen Raumrichtungen verschieden starke ,Federkraf-
te“ wirken.

Die elektrische Permittivitét € eines anisotropen Mediums ist ein Tensor zweiter Ordnung;:

€ = €21 €29 €923 . (431)

D, €11 €12 €13 Ey
D2 = €y €91 €99 €23 E2 . (432)
Ds €31 €32 €33 Es
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Im(e,)

[
»

Im(e,)

Dielektrische Funktion

Frequenz

Re(e)) Re(z,)

Abbildung 4.6: Anisotroper Lorentz-Oszillator.

Fir jeden anisotropen Kristall existiert ein Koordinatensystem (z,y,z) in dem € nur
Diagonalelemente besitzt:

€z 0 0
e=| 0 ¢, O (4.3.3)
0 0 e,

Die entsprechenden Koordinatenachsen €,, €, und €, werden als die Hauptachsen des Kris-
talls bezeichnet. Ist das elektrische Feld E entlang einer dieser Hauptachsen polarisiert, so
ist auch die elektrische Flussdichte D in dieser Richtung orientiert. Die Brechungsindizes
der Hauptachsen berechnen sich zu

Ny = €y Ny = /€y, Nz =€z (4.3.4)

Fiir die folgende Betrachtung ist es niitzlich, die elektrische Feldstarke E als Funktion der
elektrischen Flussdichte D anzugeben:

E=1D. (4.3.5)

€o

Hierzufiihren wir die elektrische Impermeabilitit ein:
n=c¢l (4.3.6)

Man sieht sofort, dass 7 im Hauptachsen-Koordinatensystem ebenfalls diagonal ist:

1
o 4.3.
" 2 (4.3.7)
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4.3.1 Uniaxiale Kristalle

Im Folgenden konzentrieren wir uns auf uniaxiale Kristalle, bei denen zwei der
Hauptachsen-Brechungsindizes identisch sind (n, = n,, n, = n, und n, = n.):

L 0 0
n=|0 . 0 (4.3.8)
0 0 %

In der Literatur haben sich die Bezeichnungen ordentlicher und auflerordentlicher Bre-
chungsindex fiir n, bzw. n, eingebiirgert. Die Symmetrieachse (hier z-Achse) wird als
optische Achse bezeichnet. Kristalle mit n, < n, nennt man negativ uniaxiale Kristalle,
wahrend positiv uniaxiale Kristalle durch die Bedingung n, > n, charakterisiert werden.

Brechungsindices einiger uniaxialer Kristalle fiir die Wellenlange A\ = 589 nm.

Ne Ne
Kalkspat | 1.6584 | 1.4864
Quarz 1.5443 | 1.5534
Rutil 2.616 | 2.903
Turmalin | 1.669 | 1.638

Im Folgenden wollen wir die Ausbreitung einer ebenen Welle in einem uniaxialen Kristall
naher betrachten. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass der Wellen-
vektor k in der yz-Ebene liegt (d.h., k - €, = 0) und mit der optischen Achse den Winkel
6 einschliefit. Aus den Maxwellgleichungen folgt fiir eine ebene Welle mit Wellenvektor k:

k-D = 0, (4.3.9)
k-B = 0, (4.3.10)
kxE = pwH, (4.3.11)
kxH = —wD. (4.3.12)

Weiterhin gilt definitionsgeméf fiir den Poyntingvektor:

S'E = 0, (4.3.13)
S-H = 0, (4.3.14)

Ordentliche Welle

Wir nehmen zunéchst an, dass die elektrische Flussdichte der Welle senkrecht auf der
Ebene steht, die von der optischen Achse und dem Wellenvektor aufgespannt wird. Eine

4-10



4 Polarisation

solche Welle wird ordentliche Welle genannt. Fiir das von uns gewahlte Koordinatensystem
besitzt die elektrische Flussdichte der ordentlichen Welle nur eine x-Komponente D =

D,é,. Mit den Gleichungen (£3.1) und (£3.8) folgt:
E|D. (4.3.15)
Damit gilt aber auch

S | k (4.3.16)
k| = kon. (4.3.17)

Die ordentliche Welle verhélt sich also genau so wie eine Welle in einem isotropen Medium.

AuBerordentliche Welle

Jetzt betrachten wir eine sogenannte aulerordentliche Welle, bei der der elektrische Fluf-
dichtevektor in der durch die optische Achse und den Wellenvektor aufgespannten Ebene
liegt. Fiir unser Koordinatensystem gilt also D = D,é, + D.é,. Aus Gleichung (4.3.8)
folgt fiir D, # 0 und D, # 0 unmittelbar

E /D. (4.3.18)
Wegen S - E =0 und k - D = 0 resultiert in dieser Situation:
S k! (4.3.19)

Die Phasenfronten der auflerordentlichen Welle breiten sich also in eine andere Richtung
aus als der zugehorige Energiefluss (siehe Abbildung [.1).

Abbildung 4.7: Relative Orientierung der Feldvektoren, des Wellenvektors und des Poyntingvek-
tors fiir die aulerordentliche Welle in einem anisotropen Medium.

Der Betrag des Wellenvektors der auflerordentlichen Welle |k(6)| = n(6)ko hiangt vom

Winkel 0 ab, den der Wellenvektor k mit der optischen Achse einschlieSt. Hierbei erfiillt

der Brechungsindex n(f) die folgende Bedingung (Beweis: siehe grauer Kasten):
1 cos*(f)  sin*(0)

= 4.3.2
n?(0) n? n? (4.3.20)
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Beweis von Gleichung (4.3.20])

Wir wollen nun die Winkelabhéngigkeit des Brechungsindex n(f) berechnen. Aus den
Gleichungen (L31T)) und (£312) folgt zunachst

2

k x (k x E) = —;)—C%D. (4.3.21)

Wir formen diese Gleichung unter Verwendung von k| = n(6)2 nach D um:

D = ¢yn?(6) (E — w> : (4.3.22)

Im néchsten Schritt zerlegen wir die Vektoren jeweils in eine Komponente senkrecht und
parallel zur optischen Achse:

k = ki é + ]{Z”é”, (4323)
D = D,e + D”é”, (4.3.24)
E = Fé + E”é”. (4.3.25)

Mit D, = en2E und Dy = eyn2E) folgt aus Gleichung ([A.3:22):

n?(0)k1 (k - E)
kL E, = 4.3.26
yE = Ok B 4.3.27
1= 2) — ) k2 (4.3.27)
Durch Addition der beiden Anteile erhalten wir:
n2(0)k2 n*(6)k
k.E, +kE =k-E= k-E). 4.3.28
s (0 2 * G i) ) 4929
Diese Gleichung lésst sich schreiben als
1 i? ki
= + + : (4.3.29)

n?(0)  (n*(0) —n3) k>~ (n?(0) —n2) k?

Mit &k, /k = sin(d) und kj/k = cos(f) finden wir nach einer kurzen Rechnung unser
Endergebnis:

= + : (4.3.30)
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Isofrequenzkurven

Die Endpunkte der Wellenvektoren k aller aulerordentlicher Wellen mit Frequenz w liegen
auf einer Kurve k(w). Laut Gleichung (£3.20) ist diese sogenannte Isofrequenzkurve k(w)
eine Ellipse. Im Fall der ordentlichen Welle ist dahingegen die Isofrequenz-Kurve k(w)
ein Kreis (siehe Gleichung (L3.17). Eine genaue Analyse zeigt, dass der Poyntingvektor
S senkrecht auf der jeweiligen Isofrequenzkurve k(w) steht (Beweis: siehe grauer Kasten).

Ordentliche Welle AuRerordentliche Welle

Abbildung 4.8: Ordentliche und auflerordentliche Welle in einem anisotropen Medium. Der Wel-
lenvektor k schliefit einen Winkel  mit der optischen Achse ein. Der Poynting-
vektor steht senkrecht auf der Isofrequenzkurve k(w).

Beweis der Bedingung S - dk =0

Wir zeigen jetzt, dass der Poyntingvektor S senkrecht auf der jeweiligen Isofrequenzkurve
k(w) steht. Nach den Gleichungen (A3.11]) und (£3.12) gilt fir eine Welle mit Frequenz
w und Wellenvektor k:

H(k) — MiwkxE(k), (4.3.31)
D(k) — —éka(k). (4.3.32)
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Fiir einen benachbarten Punkt k + dk der Isofrequenzkurve (die Frequenz w wird nicht
geéndert) gilt:

E(k+dk) — BE(k)+ dE, (4.3.33)
H(k + dk) — H(k)+ dH = M%(k + dk) x B(k + dk), (4.3.34)
D(k+dk) = D(k)+dD — —é(kerk) « H(k + dk). (4.3.35)

Wenn wir die Terme proportional zu dk x dE und dk x dH vernachlassigen, konnen wir
die Anderungen der Felder bei Variation des Wellenvektors k — k + dk angeben als:

1
dH = — (dk x E(k)+k x dE), (4.3.36)
HowW
1
dD = ——(dk x H(k) + k x dH). (4.3.37)
w

Im néchsten Schritt multiplizieren wir die beiden letzten Gleichungen mit H(k) bzw.

E(k):

H(k) dH = M%H(k) (—E(k) x dk + k x dE) (4.3.38)
E)-dD = éE(k) - (H(k) x dk — k x dH) . (4.3.39)

Mit Hilfe der Vektoridentitat A - (B x C) = (A x B) - C konnen wir diese Gleichungen
umschreiben zu

poH(k)-dH = = (E(k) x H(k)) - dk + D - dE, (4.3.40)

El—E R

E(k)-dD = —(E(k)x H(K)) dk + poH(k) - dH. (4.3.41)

Unter Beachtung von D - dE = E - dD folgt damit
(E(k) x H(k)) -dk = S - dk = 0. (4.3.42)

Da dk tangential zur Isofrequenzkurve orientiert ist, steht der Poyntingvektor S wie be-
hauptet senkrecht auf der jeweiligen Isofrequenzkurve k(w).
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4.3.2 Doppelbrechung

Wir wollen nun die Ergebnisse der letzten Abschnitte nutzen um den Effekt der Dop-
pelbrechung zu erkléren. Wir erinnern uns zunéchst dass die Ausbreitungsrichtung einer
elektromagnetischen Welle durch den Energiefluss, also den Poyntingvektor, bestimmt
wird. Zeigen die Wellenvektoren von ordentlicher und auflerordentlicher Welle in die sel-
be Richtung, so werden die zugehorigen Poyntingvektoren im Allgemeinen nicht parallel
zueinander sein. Die beiden Wellen breiten sich damit in unterschiedliche Richtungen aus.

Im Folgenden untersuchen wir den Ubergang einer ebenen Welle von einem isotropen
Medium in einen uniaxialen Kristall. Wir beschranken uns hierbei auf senkrechten Licht-
einfall. In diesem Fall ist die Normalkomponente von D in beiden Medien identisch Null
(Stetigkeitsbedingung). Aus k - D = 0 folgt, dass der Wellenvektor unabhéngig von der
Polarisation parallel zur Flachennormalen steht. Fiir die ordentliche Welle gilt:

k, = kono€,. (4.3.43)
Entsprechend erhalten wir fiir die aulerordentliche:
k. = kon(0)é,. (4.3.44)

Hierbei ist 6 der Winkel zwischen der optischen Achse und der Flachennormalen.

Nach der obigen Uberlegungen ist der Poyntingvektor (und damit die Ausbreitungsrich-
tung) der auferordentlichen Welle im Allgemeinen nicht parallel zum Wellenvektor. Ein
unpolarisierter Lichtstrah3 spaltet deshalb in zwei zueinander orthogonal linear polari-
sierte Teilstrahlen auf. Der ordentliche Strahl (E senkrecht zur optischen Achse) breitet
sich senkrecht zur Grenzfliche aus wiahrend der auflerordentliche Strahl (E besitzt eine
Komponente parallel zur optischen Achse) schriag durch den Kristall 1auft.

4.3.3 Doppelbrechende Polarisatoren

Der Effekt der Doppelbrechung kann genutzt werden, um Polarisatoren fiir linear polari-
siertes Licht zu realisieren. Der Glan-Thompson-Polarisator ist hierbei eine in der Praxis
héufig genutzte Bauform. Er besteht aus einem Kalkspatkristall (n, = 1.66,n, = 1.49)
der schrag zur optischen Achse gespalten wird. Die beiden Teilstiicke werden mit einem
durchsichtigen Kleber (z.B. Kanadabalsam, n, = 1.54) wieder zusammengefiigt. Die Ein-
und Austrittsfliche sind beim Glan-Thompson-Polarisator parallel zur optischen Achse
orientiert.

Fiir senkrechten Lichteinfall breiten sich ordentliche und auflerordenliche Welle in Rich-
tung der Flachennormalen aus. Der Kristall ist so geschnitten, dass der Einfallswinkel auf
die Spaltfliche grofer ist als der Grenzwinkel der ordentlichen Welle o, o = sin™* (ng/n,)

2Wir denken uns einen Lichtstrahl als Teil einer ebenen Welle, dessen Querschnitt grof ist im Vergleich
zur Wellenlénge.
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AuBerordentlicher
Strahl

Ordentlicher
Strahl

v
®
v

Wellen-
fronten

Abbildung 4.9: Doppelbrechung eines unpolarisierten Lichtstrahls fiir senkrechten Einfall.

unpol.

Abbildung 4.10: Glan-Thompson-Polarisator zur Erzeugung von linear polarisiertem Licht.

aber kleiner als der Grenzwinkel der aufierordentlichen Welle o, . = sin~'(ny/n.). Da-
mit wird die ordentliche Welle total reflektiert und nur die auflerordentliche Welle kann
in das zweite Kalkspat-Stiick iibertreten. Die transmittierte Welle ist somit entlang der
optischen Achse polarisiert.

4.3.4 Verzogerungsplatten

Eine Verzogerungsplatte ist ein optisches Element, das den Polarisationszustand einer
transmittierten elektromagnetischen Welle modifiziert. Verzogerungsplatten werden hiu-
fig aus uniaxialen Kristallen (z.B. Kalkspat) gefertigt.

Experiment: Doppelbrechung im Plexiglas-Stab.

4-16



4 Polarisation

Wir betrachten nun eine planparallele Platte der Dicke d eines doppelbrechenden Mate-
rials, dessen optische Achse parallel zu den Grenzflichen orientiert ist. Eine linear polari-
sierte ebene Welle treffe senkrecht auf die Platte:

E(r,t) = E,é,e® ™) L | g, e!lker—wl) (4.3.45)

Aufgrund der verschiedenen Brechungsindizes fiir die ordentliche und die auerordentli-
che Welle haben die beiden Komponenten am Ende der Platte unterschiedliche optische
Weglangen zuriickgelegt. Dies fithrt zu einer relativen Phasenverschiebung

2
Ap = kod — kod = )\—Wd (g — 1) . (4.3.46)
0

Durch die Wahl der Dicke d kénnen unterschiedliche Phasenverschiebungen realisiert wer-
den. In der Praxis spielen vor allem \/4-Platten und A/2-Platten eine grofie Rolle.

Experiment: \/4-Platte und \/2-Platte.

A/4-Platte

Die Dicke der Platte sei so gewéhlt, dass eine Phasenverschiebung Ay = /2 entsteht.
Dies wird gerade fiir d(n, — n.) = A\g/4 erreicht. Ist die Polarisationsrichtung der einfal-
lenden Welle um 45° gegentiber der optischen Achse gedreht (E, = E.), so ist die Welle
aufgrund der Phasenverzégerung A¢ = 7/2 zwischen den beiden Komponenten hinter
der Verzogerungsplatte zirkular polarisiert (Vergleiche mit Abschnitt E.1.2).

A/2-Platte

Wir betrachten nun eine Platte mit d(n, — n.) = A\g/2. Hierdurch entsteht eine Phasen-
verschiebung Ay = 7w zwischen den beiden Polarisationskomponenten. Die Polarisations-
richtung der einfallenden ebenen Welle schlieBe mit der optischen Achse den Winkel «
ein:

E. = Eycos(a) (4.3.47)
E, = Eysin(a) (4.3.48)

Aufgrund der Phasenverzogerung von A = 7 zwischen den beiden Komponenten erhalten
wir hinter der \/2-Platte:

E, = Ejcos(a)et (4.3.49)
E, = Eysin(a)e®? = —F;sin(a)e™? (4.3.50)

Die Welle ist hinter der A/2-Platte also immer noch linear polarisiert. Allerdings wird die
Polarisationsrichtung um den Winkel 2« gedreht.
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Optische
Achse
)

E(z=d) E(z=0)

E=FE, cos(a)

E=FE,sin(a) E=E,sin(a)
Abbildung 4.11: Drehung der Polarisationsrichtung durch eine \/2-Platte.

4.3.5 Spannungsdoppelbrechung

Experiment: Spannungsdoppelbrechung.

Optisch isotrope Medien (z.B. Gléser oder Polymere) kénnen durch mechanischen Druck
oder Zug doppelbrechend werden. Dies kann anhand eines einfachen Experiments gezeigt
werden. Das Medium wird hierzu zwischen zwei gekreuzte Polarisatoren gestellt und mit
einer Weillichtlampe beleuchtet. Wirken keine Druck- oder Zugkréifte auf das Medium, so
verandert das isotrope Medium den Polarisationszustand der elektromagnetischen Welle
nicht. Die transmittierte Lichtwelle wird damit durch den Analysator ausgeléscht. Durch
das Einwirken einer mechanischen Kraft wird eine Doppelbrechung im Medium induziert.
Das Medium wirkt damit als Verzogerungsplatte und die elektromagnetische Welle wird
im Allgemeinen hinter dem Medium elliptisch polarisiert sein. Damit erhalten wir eine
von Null verschiedene Transmission durch den Analysator.

4.3.6 Anwendungsbeispiel: Fliissigkristall Modulatoren

Fliissigkristalle bestehen aus gestreckten Molekiilen, die in der fliisssigen Phase eine Ori-
entierungsordnung aufweisen. Sie treten in verschiedenen Phasen auf:

o Nematische Phase: Die Molekiile sind parallel orientiert aber zuféllig angeordnet.

« Smektische Phase: Die Molekiile sind in Schichten angeordnet, in denen sie eine ein-
oder zweidimensional periodische Struktur ausbilden.

o Cholesterische Phase: Die Molekiile sind in Schichten parallel angeordnet. Die ein-
zelnen Schichten sind helixférmig verdreht.

4-18



4 Polarisation

Abbildung 4.12: Experiment zur Demonstration der Spannungsdoppelbrechung. Links: Experi-
menteller Aufbau. WL: Weifllichtlampe, P1: Polarisator, M: eingespannte Glas-
platte, P2: Analysator. Rechts: Intensitdt hinter dem Analysator. Fotos: Mi-
chael Kortmann.

(@) "l (b) 'i y (©

Abbildung 4.13: Flissigkristalline Phasen: (a) Nematische Phase. (b) Smektische Phase. (c)
Cholesterische Phase. (Quelle: Wikipedia).

Die nematische Phase verhalt sich optisch wie ein uniaxialer Kristall, dessen optische Ach-
se parallel zur Vorzugsrichtung der Molekiile orientiert ist. Diese Eigenschaft ist fiir die
Verwendung in Modulatoren von groflem technischen Interesse. Man nutzt hierbei aus,
dass die Flissigkristall-Molekiile aufgrund ihrer anisotropen dielektrischen Eigenschaften
durch ein duferes elektrisches Feld ausgerichtet werden konnen. Typischerweise orientieren
sich die Molekiile mit ihrer langen Achse parallel zum Feld. Eine nematische Drehzelle
besteht aus zwei Glasplatten, die mit einer transparenten Elektrode aus Indium-Zinn-
Oxid (ITO) und einem diinnen Polymid-Film beschichtet sind. Zwischen den Glasplat-
ten befindet sich ein nematischer Fliissigkristall. Durch Biirsten wird die Polymidschicht
mit Rillen versehen. Die Fliissigkristall-Molekiile richten sich ohne angelegte Spannung
parallel zu den Rillen aus. Werden die Vorzugsrichtungen der beiden Substrate um 90°
zueinander verdreht, so ergibt sich eine kontinuierliche Drehung der Vorzugsrichtung der
Flissigkristall-Molekiile um 90° entlang der Zelle. Die Polarisation einer linear polarisier-
ten optischen Welle folgt der Vorzugsrichtung der Fliissigkristall-Molekiile, so dass die
spannungslose nematische Drehzelle die lineare Polarisation einer optischen Welle um 90°
dreht. Durch das Anlegen einer Spannung werden die Fliissigkristall-Molekiile entlang der
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Zelle ausgerichtet und die urspriingliche Polarisation der optischen Welle bleibt erhalten.
Die Anordnung einer nematischen Drehzelle zwischen zwei gekreuzten Polarisatoren bildet
das Grundelement einer Fliissigkristall-Anzeige.

(a) TN

N

N
~ S

~ N
~N
Polarisator Elektrode Verdrehter nematischer  Elektrode Polarisator
mit Rillen Flussigkristall mit Rillen

(b)

7

~

Abbildung 4.14: Nematische Drehzelle: (a) Ohne angelegte Spannung wird die lineare Polarisati-
on einer optischen Welle um 90° gedreht. (b) Durch das Anlegen einer Spannung
werden die Fliissigkristall-Molekiile ausgerichtet und die urspriingliche Polari-
sation der optischen Welle bleibt erhalten.

4.4 Optische Aktivitat

Experiment: Optische Aktivitit einer Zuckerlosung.

Optische Aktivitdt bezeichnet die Eigenschaft bestimmter Materialien, die Polarisations-
richtung einer linear polarisierten Welle beim Durchgang durch das Medium zu drehen.
Der Drehwinkel ist hierbei unabhéngig von der Polarisationsrichtung der einfallenden Wel-
le. Weiterhin beobachtet man, dass die Drehrichtung beim Blick in Richtung der Licht-
quelle unabhéngig von der Propagationsrichtung der Welle ist (siehe Abbildung L TH]). Fiir
ein optisch aktives Medium der Dicke d gilt:

a = agd. (4.4.1)

Hierbei ist o der Drehwinkel der Polarisationsrichtung nach der Strecke d und «; das
spezifische optische Drehvermégen. Wird die Polarisationsrichtung beim Blick in Rich-
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tung der Lichtquelle im Uhrzeigersinn gedreht, so spricht man von einer rechtsdrehenden
Substanz mit a > 0. Bei Drehung der Polarisationsrichtung im Gegenuhrzeigersinn nennt
man die Substanz linksdrehend mit o < 0.

Vorwarts Ruckwarts
ey A
—— A@/27y, <« D27y,

IOptisc:h aktives Medium IOptisch aktives Medium

Abbildung 4.15: Drehung der Polarisationsrichtung einer linear polarisierten Welle durch ein
optisch aktives Medium.

Optische Aktivitat tritt nur in chiralen (,hdndigen“) Medien auf. Die molekularen Bau-
steine eines chiralen Mediums konnen weder durch Rotation noch durch Translation mit
ihrem Spiegelbild in Deckung gebracht werderfl. Die Materialgleichungen eines optisch
aktiven Mediums konnen in der folgenden Form angegeben werden:

D(r,w) = e(w)eOE(r,w)—zﬁi:)H(r,w), (4.4.2)
B(r,w) = ZKEC:)E@',W)—FILL((A})ILLOH(I',W) . (4.4.3)

Der Chiralitéts-Parameter x(w) ist ein Ma$ fir die optische Aktivitét eines Mediums.

Die Polarisations-Eigenzustiande eines optisch aktiven Mediums sind links- und rechtszir-
kular polarisierte Wellen (Beweis: Ubung). Die Brechungsindizes der links- und rechtszir-
kular polarisierten Wellen berechnen sich zu:

nL = el — K, (4.4.4)
ngp = eu+k, (4.4.5)

Wir betrachten nun eine linear polarisierte Welle, die in ein optisch aktives Medium einge-
strahlt wird. Diese Welle kénnen wir als Uberlagerung einer links- und einer rechtszirkular
polarisierten Welle angeben:

E = Epé, %) = B, + FEy, (4.4.6)

3Schrauben mit Links- und Rechtsgewinde sind Beispiele fiir chirale Objekte
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mit
E
E, = g(éxﬂéy) etkz=wt) (4.4.7)
E
Ep = %(éx—zéy) e!hz=et), (4.4.8)

Nach der Progationsstrecke d im optisch aktiven Medium ist die Welle gegeben durch:

E = EL €Z£’0L -+ ER €Z£’0R (449)
mit
2
oL = ~—dny, (4.4.10)
Ao
2
or = ~dng. (4.4.11)
Ao
Durch Umformen erhalten wir
P P A A
E = Bye(™=™) lcos (%p) &, — sin <790> éy] glhz—et) (4.4.12)
Hierbei ist die Phasendifferenz gegeben durch
2m
Ap =9 —pr= )\—d(nL—nR). (4.4.13)
0

Gleichung (L4.T2]) zeigt, dass die Welle nach der Strecke d immer noch linear polarisiert
ist. Allerdings ist die Polarisationsrichtung um den Winkel %se gedreht. Der Vergleich mit
Gleichung (4.4.1) ergibt:

a, = Ai (ng, — ng). (4.4.14)
0

4.5 Faraday Effekt

Viele Materialien besitzen die Fahigkeit die Polarisationsrichtung einer linear polarisierten
Welle zu drehen, wenn man ein statisches Magnetfeld B in Propagationsrichtung der Welle
anlegt. Dieses Phinomen bezeichnet man als Faraday Effekt. Das Drehvermogen eines
Faraday-Mediums kann wie folgt angegeben werden:

p=V|B|. (4.5.1)

Hierbei ist V' die sogenannte Verdet-Konstante des Materials. Beim Faraday Effekt wech-
selt die Drehrichtung, wenn sich die Orientierung des statischen Magnetfelds relativ zur
Ausbreitungsrichtung der optischen Welle umkehrt (siehe Abbildung. [4.16). Wird also eine
Welle nach dem ersten Durchgang durch das Faraday Medium an einem Spiegel reflek-
tiert und durchlauft dieses ein zweites Mal, so wird die Rotation der Polarisationsrichtung
doppelt so grof sein wie beim einmaligen Durchlaufen des Mediums.
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Vorwarts Rickwarts

//
B s]
ext q) /, ext (p
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//
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' Faraday Medium ! Farady Medium

Abbildung 4.16: Drehung der Polarisationsrichtung einer linear polarisierten Welle beim Durch-
gang durch ein Faraday-Medium.

4.6 Jones Formalismus

Die Polarisationseigenschaften eines optischen Bauteils konnen mit Hilfe des sogenannten
Jones-Formalismus beschrieben werden. Dieser ermoglicht die effiziente Berechnung des
Polarisationszustands einer beliebigen ebenen Wellen nach der Transmission durch das
optische Element. Ebenso lassen sich Verkettungen mehrerer optischer Bauteile einfach
handhaben.

Gegeben sei eine ebene Welle:

E(r,t) = (A8, +A,8,) ek=D (4.6.1)

= (a, €% &, +a, e e,) el (4.6.2)

Wir definieren nun den zugehérigen Jones-Vektor als:

1] A
— z 4.6.
J 1 [ A, ] (4.6.3)
mit A = /|A.|> + |Ay|2.
Beispiele:

« Linear polarisierte Welle (z-Polarisation):
g |1 (4.6.4)
=0 6.

o Linear polarisierte Welle (y-Polarisation):

J— l ! ] (4.6.5)
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o Rechts-zirkular polarisierte Welle:

S L [ L ] (4.6.6)

g L [ 1 1 (4.6.7)

Zwei Wellen mit Jones-Vektoren J; und Js sind zueinander orthogonal polarisiert, wenn
das innere Produkt zwischen J; und Jy verschwindet:

(J1,d2) = Ay, A5, + Ay A5, (4.6.8)

Ein beliebiger Jones-Vector J kann immer als Uberlagerung zweier orthogonaler Jones-
Vektoren geschrieben werden:

J = OélJl -+ O[2J2 (469)
mit

] = (J,Jl), g = (J,Jg) (4610)
Wir betrachten eine ebene Welle mit Jones-Vektor J;. Nach der Propagation durch ein
optisches Element dndert sich der Polarisationszustand der ebenen Welle zu: J; — J;. Die

Jones-Vektoren der ebenen Welle vor und nach dem optischen Element sind durch eine
2 x 2-Matrix, die sogenannte Jones-Matrix T, miteinander verkniipft:

J.=TJ; (4.6.11)
mit
T. T
T = e 4.6.12
( Tyo Tyy ) ( )

Durchléuft eine ebene Welle mehrere optische Elemente, so ergibt sich die Jones-Matrix
des Gesamtsystems aus dem Produkt der einzelnen Jones-Matrizen:

T=T, - T,T. (4.6.13)

Hierbei ist T4 die Jones-Matrix des optischen Elements, das von der Welle zuerst durch-
laufen wird.
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Jones-Matrizen einiger optischer Bauteile:

» Linearpolarisator mit Durchlassrichtung in z-Richtung:

T = ( é 8 ) (4.6.14)

« Linearpolarisator mit Durchlassrichtung in y-Richtung:

T— ( - ) (4.6.15)

o Verzogerungsplatte mit optischer Achse in z-Richtung:

1 0

mit Ap = i—’gd(no — Me)-
 Polarisationsdreher (Optisch aktives Medium oder Faraday-Medium; dreht die Po-

larisation einer linear polarisierten Welle um den Winkel 6):

[ cos(f) —sin(f)

B ( sin(f)  cos(6) ) (4.6.17)

Die Elemente eines Jones-Vektors hangen von der Wahl des Koordinatensystems ab. Mit
Hilfe einer Drehmatrix R(«) konnen wir den Jones-Vektor in einem um den Winkel «
gedrehten Koordinatensystem angeben:

J = R(a)J (4.6.18)
mit

R(a)z( cos(a)  sin(a) ) (4.6.19)

—sin(a) cos(a)

Um die Jones-Matrix T eines optischen Elements im neuen Koordinatensystem anzuge-
ben, konnen wir das folgende Transformationsgesetz verwenden (Beweis: Ubung):

T = R(a) TR(—a). (4.6.20)

Umgekehrt konnen wir die Jones-Matrix T im urspriinglichen Koordinatensystem schrei-
ben als:

T = R(—a) T'R(«). (4.6.21)
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Beispiel 1: Linear Polarisator, dessen Durchlassrichtung mit der z-Achse den
Winkel a einschlief3t.

Wir begeben uns zunéchst in ein Koordinatensystem, das um den Winkel o gegentiber
dem urspriinglichen Koordinatensystem gedreht ist. In diesem neuen Koordinatensys-
tem ist die Jones-Matrix T’ des Polarisators durch Gleichung (£6.14) gegeben. Durch
Verwendung von Gleichung (£.6.21)) konnen wir die Jones Matrix T im urspriinglichen
Koordinatensystem angeben:

) = (cos(a) —sin(a)) (1) 8)( cos(a)  sin(a) )

sin(a)  cos(«) —sin(a) cos(a)

< cos*(a)  cos(a) in(@))_ (4.6.22)

cos(a) sin(«) sin®(«)

Beispiel 2: Wellenplatte, deren optische Achse um den Winkel o gegeniiber
der z-Achse gedreht ist.

Wir betrachten zunachst die Wellenplatte im rotierten Koordinatensystem. In diesem hat
die Jones-Matrix die in Gleichung (£.6.16]) angegebene einfache Form. Durch Ricktrans-
formation in das urspriingliche Koordinatensystem erhalten wir:

v = ReaTRE = (G0 00 ) (6 ) (T )

_ ( cos?(a) + sin?(a)e'®?  cos(a)sin(a) {1 — e’A%"} ) |

cos(a) sin(«) [1 _ e’Aﬂ"} sin?(@) + cos?(a)e'>e (4.6.23)
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5 Wellenuberlagerung und Interferenz

Im Rahmen der linearen Optik ist die Wellengleichung eine lineare Gleichung und es gilt
das Superpositionsprinzip, d.h., die elektrische Feldstirke an einem Ort zu einem Zeit-
punkt ist durch die algebraische Summe der elektrischen Feldstarken aller Teilwellen ge-
geben. Wir wollen uns im folgenden der Frage widmen, welche beobachtbaren Phénomene
sich aus dem Superpositionsprinzip ergeben.

5.1 Zweistrahlinterferenz

Experiment: Fresnelscher Doppelspiegel mit Laser.

Wir betrachten zwei monochromatische, ebene Wellen E; (r,t) und E; (r, t) mit derselben
Kreisfrequenz w:

t) = Egetared (5.1.1)
E;(r,t) = Egz gllkrr—et),

Werden die beiden Wellen in einem Raumgebiet iiberlagert, so ist nach dem Superpositi-
onsprinzip das resultierende elektrische Feld durch die Summe der beiden Felder gegeben:

Eyes(r, 1) = (Bo €™ ™ + Egoe™T)e ™, (5.1.3)

Der zeitliche Mittelwert der Intensitéit der resultierenden Welle ergibt sich nach Abschnitt
2.2.0l zu:

1) = By (5.1.4)
ce R ) e
g 70 |:‘E071|2 + |E0,2‘2 _'_ :E)O71 . E072€ (kl k2) + E071 . E(],Qe (k1 kg) :| (515>
ce e
— 70 (B0l + [Eoal® + 2R (Bo, - Ej o)) (5.1.6)

Fiir zwei linear polarisierte Wellen mit Polarisationsrichtungen é; und &, folgt:

I(I‘) = ?EOQJ + C%EOQQ + C€0E071E072 COS ((kl — kg) : I') é1 . ég. (517)
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5 Welleniiberlagerung und Interferenz

Die Intensitat der resultierenden Welle ist also nicht einfach die Summe der Intensitédten
der beiden Wellen sondern wird durch den sogenannten Interferenzterm (dritter Term in
Gleichung (B.1.7)) modifiziert. Abhéngig von der relativen Phase kann die Gesamtinten-
sitat deshalb bei konstruktiver Interferenz grofier oder bei destruktiver Interferenz kleiner
als die Summe der Einzelintensitdten sein. Der Interferenzterm verschwindet, falls die
beiden Wellen orthogonal polarisiert sind, d.h., (& - &) = 0.

Wir betrachten als instruktives Beispiel die Uberlagerung zweier linear polarisierter ebener
Wellen gleicher Amplitude und identischer Polarisationsrichtung (&, = &,):

E(r,t) = Eg gilkir—wt) | | grlker—wt) (5.1.8)

Abbildung 5.1: Uberlagerung von zwei linear polarisierten ebenen Wellen.

Fiir die Intensitit finden wir mit Gleichung (5.1.7):

I(r) =2Iy[1 + cos (Ak - r)] (5.1.9)
mit

Ak = (k; — ko). (5.1.10)

Abbildung BTl entnehmen wir, dass

47 sin(0)

Ak| =
Ak = 5

(5.1.11)

In Richtung von Ak ist die Intensitdt periodisch moduliert. Es bilden sich Streifen niedri-
ger und hoher Intensitat aus, sogenannte Interferenzstreifen. Fiir den raumlichen Abstand
a zweier Interferenzmaxima gilt:

A
= T (5.1.12)
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Abbildung 5.2: Rdumliche Modulation der Intensitéit bei der Uberlagerung zweier ebener Wellen.

Anwendungsbeispiel: Interferenzlithographie

Die Interferenzlithographie erlaubt die Herstellung von grofflachigen periodischen Photo-
lackstrukturen. Hierzu wird ein Laserstrahl in mehrere Teilstrahlen aufgeteilt. Die Uberla-
gerung der Teilstrahlen fiihrt zu einem Interferenzmuster, mit dem ein Photolack belichtet
wird. Eine 1D-periodische Struktur entsteht durch die Interferenz von zwei Strahlen. Die
Uberlagerung von drei und vier Strahlen kann zur Herstellung von periodischen 2D- und
3D-Strukturen genutzt werden.

Die obigen elektronenmikroskopischen Aufnahmen zeigen eine periodische 2D-
Photolackstruktur, die mit einer Uberlagerung von drei ebenen Wellen belichtet wurde.
Quelle: Diplomarbeit Nils Feth.



5 Welleniiberlagerung und Interferenz

5.2 Interferometer

Interferometer sind optische Systeme, in denen Lichtwellen so iiberlagert werden, dass
Interferenzeffekte auftreten. Historisch spielten Interferometer bei der Untersuchung der
Welleneigenschaften von Licht ein grofle Rolle. Heute werden sie in der Physik, der Astro-
nomie und der Messtechnik als hochprazise Messinstrumente eingesetzt.

Interferometer werden in zwei Kategorien eingeteilt:
« Amplitudenaufspaltende Interferometer (z.B. Michelson-Interferometer)

« Wellenfrontaufspaltende Interferometer (z.B. Youngscher Doppelspalt).

5.2.1 Michelson Interferometer

Experiment: Michelson Interferometer mit Laser.

Im Michelson-Interferometer wird eine einlaufende Welle mit einem Strahlteiler in zwei
Teilwellen aufgespaltet. Nach der Weglange L (Teilwelle 1) beziehungsweise L+ AL (Teil-
welle 2) werden die beiden Teilwellen an Spiegeln jeweils in sich zurtickreflektiert. Der
Strahlteiler iiberlagert die zuriicklaufenden Wellen wieder und die Intensitat der Gesamt-
welle wird am Ausgang des Interferometers gemessen.

L+AL

v

Abbildung 5.3: Michelsoninterferometer.

Die Weglangendifferenz 2A L entspricht einer Verzogerung 7 = 2AL/c zwischen den bei-
den Teilwellen. Fiir die Gesamtwelle gilt somit:

E(r,t) = Eo(r,t) + Eo(r,t + 7). (5.2.1)
Im Folgenden betrachten wir eine monochromatische, linear polarisierte Welle:

Eo(r,t) = Eye'*r=ob, (5.2.2)
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5 Welleniiberlagerung und Interferenz

Die Intensitat der Gesamtwelle als Funktion der Verzogerung 7 wird Interferogramm ge-
nannt. Am Ausgang des Interferometers finden wir:

I(r) = seadBO = ecoe [Bo(t) + Bolt + 7)) [Ba(t) + By(t +7)

1
= Seee (|E0(t)|2 +|Eo(t+ 1)+ Eg()E;(t +7) + Ej(t)Eo(t + 7))
— 2[0 _'_ [0 ele _'_ [0 67%”—

= 2Iy[1 + cos(wT)] = 21y [1 + cos(2wAL/c)]. (5.2.3)
1
AN
‘é’ 0.6¢
fj 0.4f

i

Abbildung 5.4: Intensitdt am Ausgang eines Michelsoninterferometer fiir kohdrente Welleniiber-
lagerung .

| |

2AL (V)

Ein Michelson-Interferometer kann fiir extrem sensitive Abstandsmessungen verwendet
werden. Beispielsweise beruht das Laser-Interferometer Gravitationswellen-Observatorium
(LIGO), mit dem im Jahr 2015 erstmals Gravitationswellen nachgewiesen wurden, auf
einem Michelson-Interferometer mit einer Armlange von 4 km Lénge. Durch die Verwen-
dung von Fabry-Perot-Resonatoren in den beiden Interferometerarmen wird die effektive
Armlénge auf tiber 1000 km gesteigert.

5.2.2 Youngscher Doppelspaltversuch

Experiment: Youngscher Doppelspaltversuch.

Im Folgenden analysieren wir den in Abbildung dargestellten Doppelspaltversuch.
Das Licht einer weit entfernten monochromatischen Lichtquelle fallt auf einen Spalt Sy in
einem lichtundurchléssigen Schirm. S dient als punktférmige Lichtquelle, die zwei diinne
Spalte S; und S in einem zweiten lichtundurchlassigen Schirm beleuchtet. Das durch Sy
und Sy transmittierte Licht wird auf einem weit entfernten dritten Schirm beobachtet.
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Abbildung 5.5: Youngscher Doppelspaltversuch.

Wir nehmen hier an, dass die Abstande Sy5; und SySs gleich grofl sind. Die elektrischen
Felder in den beiden Spalten schwingen damit in Phase. Fir d < D konnen wir die
Weglingendifferenz Al = [; —ly zwischen den beiden Spalten und dem Beobachtungspunkt
bestimmen, indem wir das Lot von S} auf Sy P fillen (siehe Abbildung 5.6). Wir erhalten
dann:

Al = dsin(f) ~ do. (5.2.4)

Abbildung 5.6: Wegléngendifferenz beim Youngschen Doppelspaltversuch fiir einen weit entfern-
ten Beobachtungsschirm.

Den Winkel 6 entnehmen wir Abbildung 5.5k
Y
0~ =. 5.2.5
Y (525)
Insgesamt gilt damit fiir die Weglédngendifferenz:

dy
Al = o (5.2.6)
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5 Welleniiberlagerung und Interferenz

Die Intensitat in einem Punkt P auf dem Beobachtungsschirm ergibt sich aus der koha-
renten Uberlagerung der von den beiden Spalten emittierten Wellen:

A
I =21y [1 4 cos(kAl)] = 41, cos? (%) = 41, cos® (Z\—%) . (5.2.7)

AR
AN RNN

0
y(D A /d)

Abbildung 5.7: Intensitdt auf dem Beobachtungsschirm.

Die beiden Wellen interferieren konstruktiv, wenn die Weglangendifferenz ein vielfaches
der Wellenlénge ist:

Al = mA. (5.2.8)

Die zugehorige Position v, des m-ten Interferenz-Maximums auf dem Beobachtungs-
schirm ist

DmA\
Yo = (5.2.9)

Der Abstand zwischen zwei Interferenzmaxima auf dem Schirm ergibt sich damit zu

DX

5.3 Vielstrahlinterferenz

Experiment: Pohlsche Glimmerplatte.
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5.3.1 Fabry-Perot-Etalon

Wir betrachten eine dielektrische Platte der Dicke d und Brechzahl n,, die nach beiden Sei-
ten von Luft umgeben ist. Eine einfallende Welle wird zwischen den beiden Grenzflaichen
vielfach hin und her reflektiert. Um den Transmissions- und Reflexionsgrad der Platte
zu bestimmen, miissen wir die einzelnen Partialwellen phasenrichtig aufsummieren. Die
resultierende transmittierte Welle ergibt sich aus der Superposition der transmittierten
Partialwellen:

E, = Egtt’ {1 + 26 (T’26i6)2 + (1 e“s) t- } = Eytt’ (5.3.1)

1— 742 62‘6

Geometrische Reihe
Hierbei ist:
o t: Amplituden-Transmissionskoeffizient der Grenzflache Luft/Dielektrikum.
o t': Amplituden-Transmissionskoeffizient der Grenzflache Dielektrikum /Luft.
« r: Amplituden-Reflektionskoeffizient der Grenzflache Luft/Dielektrikum.
« r": Amplituden-Reflektionskoeffizient der Grenzflache Dielektrikum /Luft.

e 0 = 2kgnscos(6;)d: Phasenunterschied zweier aufeinander folgender Partialwellen
aufgrund von Propagation (Beweis: Ubung).

) E ttr o™ \ e
Ettre e >/

Er< E 1 e \ e sare > =
\> Ettr? e

Abbildung 5.8: Interferenz der verschiedenen Partialwellen fiihrt zur Ausbildung der resultieren-
den reflektierten und transmittierten Welle.
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Im Folgenden gehen wir von einem verlustfreien Medium aus. Aus den Fresnel-Formeln
folgt fiir diesen Fall:

r'=—r und 4+t =1 (5.3.2)

Der Transmissionsgrad der Platte ist damit]]:

B 1

T = =
|Eol2 1+ Fsin?(6/2)

(5.3.3)

mit dem Finesse-Koeffizienten

F = ( 2r )2_ (5.3.4)

1—1r2

Da wir ein verlustfreies Medium betrachten gilt

T+R=1. (5.3.5)

Somit folgt:

R Fsin?(§/2)

(5.3.6)

1+ Fsin?(6/2)

mMTTmT
1
_\_\_\o
oo
O —
T
n

N

_ a0
[ele]
o

0.8+

0.6
a2
0.4
0.2
0 : : : 0 ‘ ‘
0 05 1 15 2 25 3 35 0 05 1 15 2 25 3 35
o (2n) o (2m)

Abbildung 5.9: Transmissionsgrad (links) und Reflexionsgrad (rechts) einer dielektrischen
Schicht fiir verschiedene Finesse-Koeflizienten F'.

!Beachte: Die Welle bewegt sich vor und hinter der Platte im selben Medium, so dass die zugehdrigen
Wellenvektoren parallel sind.
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Transmissions-Maxima treten auf, wenn alle transmittierten Partialwellen konstruktiv
interferieren. Dies ist der Fall fiir

§ = 2kgng cos(6y)d = 2mm, m € N. (5.3.7)

Der freie Spektralbereich ist definiert als der Frequenzabstand zweier aufeinanderfolgender
Transmissionsmaximas:
Co

AVpsSR = Vg1 — Vi = ——————.
FSR +1 2n cos(0;)d

(5.3.8)

Experiment: Fabry-Perot-Interferometer.

5.3.2 Dielektrischer Spiegel

Ein dielektrischer Spiegel besteht aus einer alternierenden Abfolge von mindestens zwei
unterschiedlichen Arten von dielektrischen Schichten. Eine Lichtwelle, die auf diese
Schichtfolge trifft, wird an jeder Grenzfliche geméfi den Fresnel-Formeln reflektiert. Die
resultierende reflektierte Welle ergibt sich aus der Superposition aller Partialwellen.

(b)

5 pm

Abbildung 5.10: (a) Prinzip eines dielektrischen Spiegels. (b) Elektronenmikroskopische Auf-
nahme eines dielektrischen Spiegels bestehend aus alternierenden SiOs- und
TasO5-Schichten. Quelle: Wikipedia.

Ein hoher Reflexionsgrad erfordert die konstruktive Uberlagerung aller Partialwellen, d.h.,
die Phasendifferenz Ay zwischen sukzessiven Partialwellen muss ein Vielfaches von 27
sein. Fiir senkrechten Lichteinfall wird diese Bedingung erfiillt, wenn jede Schicht eine
optische Weglénge S von genau einem Viertel der Vakuum-Wellenlénge )\, aufweist:
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Hierbei ist n; der Brechungsindex der i-ten Schicht und d; die zugehérige geometrische
Dicke

Der optische Weglangenunterschied AS zwischen zwei sukzessiven Partialwellen betragt
AS =28 = \/2. (5.3.10)
Dies entspricht einer Phasendifferenz aufgrund von Propagation von
App = 2kon;d; = . (5.3.11)

Zusétzlich ergibt sich noch eine Phasendifferenz von Agpr = 7 aufgrund der Reflexion
an den zwei unterschiedlichen Grenzflaichen. Die gesamte Phasendifferenz ist damit wie
gefordert:

5.3.3 Anti-Reflexbeschichtung

Reflexionen an der Grenzfliche zwischen zwei Medien sind fiir viele Anwendungen un-
erwiinscht. Durch das Aufbringen einer geeigneten Anti-Reflexbeschichtung lassen sich
diese Reflexionen unterdriicken. Im Folgenden wollen wir die bendtigten Eigenschaften
der Anti-Reflexbeschichtung herleiten.

E, Ey Epttre”

Abbildung 5.11: Prinzip einer Anti-Reflexbeschichtung.

Die einlaufende Welle habe die Amplitude E, (siehe Abbildung [5.IT]). Die resultierende
reflektierte Welle ergibt sich wieder aus der Uberlagerung aller reflektierten Partialwellen.
In vielen technisch wichtigen Féllen (z.B. Luft-Glas-Grenzfliche) reicht die Betrachtung
der ersten beiden Partialwellen mit den Amplituden Eyr und Eytt'r’ aus.

Fiir senkrechten Einfall gilt:

ny—n ng —n 2n 2n
r = ! 27 T/ = 2 3, t: ! 9 t/ - 2 . (5'3'13)
n1 + na N9 + N3 n1+ ng ny + Ny
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Ublicherweise ist n; ~ no, so dass t ~ ¢ ~ 1 gilt.
Die Bedingung r = 7’ ist erfiillt, falls

ny — N2 Ny — N3

= ) (5.3.14)
ny+ng  nNg+ng
Auflésen nach noy liefert:
Ng = y/MN1N3. (5315)

Die beiden Partialwellen interferieren destruktiv, falls fiir die Phasendifferenz die Be-

dingung ¢ = (2m + )m,m = 0,1,2,3,... gihﬁ. Damit folgt fiir die Dicke d der Anti-

Reflexschicht:

(2m + 1)\
4Angy )

d= (5.3.16)

5.4 Koharenz

Bisher hatten wir bei der Welleniiberlagerung den Fall betrachtet, dass die Phasenver-
schiebung A¢ zwischen den Wellen an einem gegebenen Ort r zeitlich konstant ist. In
diesem Fall spricht man von koharenter Welleniiberlagerung und die Intensitat am Ort r
ist gegeben durch

I(r) = I,(r) + Iy(r) + 24/ I1(r) Io(r) cos (Ap(r)) (&1 - éq). (5.4.1)

Andert sich hingegen A¢ willkiirlich und nimmt im Beobachtungszeitraum alle Werte
zwischen 0 und 27 mit gleicher Wahrscheinlichkeit an, so spricht man von inkohérenter
Wellentiberlagerung. Die zeitliche Mittlung fithrt zum Verschwinden des Interferenzterms,
so dass die Intensitdt durch

I(r) = LIi(r) + Iy(r). (5.4.2)
gegeben ist.
Griinde fiir inkoharente Welleniiberlagerung;:
o Die Teilwellen weisen unterschiedliche Frequenzen auf.
e Die Frequenzen der Wellen dndern sich mit der Zeit.
o Die Lichtquellen senden endliche Wellenziige mit statistisch verteilten Phasen aus.

o Das Medium zwischen Quelle und Beobachtungsort besitzt einen zeitlich fluktuie-
renden Brechungsindex.

e Mechanische Vibrationen fiihren zu einer zeitlichen Anderung der optischen Wege.

2Beachte: Die Reflexion an den Grenzflichen ergibt hier keine zusitzliche Phasenverschiebung zwischen
den Partialwellen.
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5 Welleniiberlagerung und Interferenz

5.4.1 Zeitliche Koharenz

Experiment: Michelson Interferometer mit LED.

Um den Begriff der zeitlichen Kohérenz zu erkléren, betrachten wir erneut das Michelson-
Interferometer. Fir eine beliebige linear polarisierte Welle mit Amplitude E(r,t) als Ein-
gangssignal erhalten wir am Ausgang des Interferometers folgende Intensitat:

I(r) = seacBOP) = seeoe| Bolt) + Eolt + 7))

_ %ceod[Eo(t) + ot + 1)) [By(t) + Eg(t + 7))

= Seeoel|Bo(t)?) + gecoel Bolt + 7))

1 1
FcenelBo(t)By(t + 1) + gecoet By (1)Eoft + 7))
= 2+ G (1) + G(). (5.4.3)
Hierbei haben wir in der letzten Zeile die zeitliche Korrelationsfunktion
1
G(r) = §C€0€<E§<t)E0<t + 7)) (5.4.4)

eingefithrt. Anschaulich beschreibt G(7) das zeitliche ,,Gedachtnis“ der Welle. Wir defi-

nieren nun den komplexen zeitlichen Kohérenzgrad

_ G 1 (Eg()Ee(t+ 7))

g(t) = GO 5 Ceoe T : (5.4.5)
Zusammenfassen der letzten Zeilen liefert schliellich fiir das Interferogramm:

I(r) =2 [1+ R (g(7))] = 2L [1 + [g(7)| cos(e(7))] (5.4.6)
Fiir den komplexen zeitlichen Kohéarenzgrad gilt:

0<|g(m)] <1. (5.4.7)

Hierbei entspricht die kohérente Wellentiiberlagerung dem Fall |g(7)| = 1 wéhrend fiir
inkohérente Wellentiberlagerung |g(7)| = 0 gilt.

Den Betrag des komplexen zeitlichen Koharenzgrads kann man experimentell bestimmen,
indem man die Intensititen aufeinanderfolgender Maxima (., )und Minima (/p,;,) misst.
Die sogenannte Sichtbarkeit V' ist definiert als:

Tnax — I
Vo= max Tmm 5.4.
[max + [min ( 8)

Da cos(p(7)) Werte zwischen -1 und 1 annehmen kann, gilt:

_ 2ot +g(m)] = 2L [t —|g(r)l] _
2L [+ |g(D)|] + 2L [1 = |g(T)]] l9(7)]. (5.4.9)
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5 Welleniiberlagerung und Interferenz

Interferogramm einer monochromatischen Welle

Wir betrachten zunichst noch einmal den Fall einer monochromatischen Welle:

Eo(t) = Ae™0t, (5.4.10)

Der zugehorige komplexe zeitliche Koharenzgrad lautet:

g(T) = e ™7, (5.4.11)

Wir erhalten damit fiir das Interferogramm:

I(1) =21y [1 + cos(woT)] - (5.4.12)

Interferogramm einer Welle mit mehreren Frequenzkomponenten

Wir wollen nun den Fall einer Lichtquelle untersuchen, deren Spektrum S(w) = |E(w)|?
in einem Bereich Aw um die Zentralfrequenz wy zentriert ist. Das emittierte Licht kann
als Superposition von monochromatischen Wellen mit unterschiedlichen Frequenzen aus
diesem Frequenzintervall aufgefasst werden. Die Teilwellen iiberlagern sich inkohérent, so
dass wir die Interferogramme der einzelnen spektralen Komponenten zunéchst separat
betrachten konnen:

I,(1) = 25(w) [1 4 cos(wT)] . (5.4.13)

Das Gesamtinterferogramm ergibt sich dann aus der Uberlagerung der Interferogramme
der einzelnen spektralen Komponenten:

I(1) = /Iw(T)dw = /ZS(w) [1+ cos(wT)] dw. (5.4.14)

Wir betrachten jetzt als instruktives Beispiel den Fall eines , Kastenspektrums® mit spek-

traler Breite Aw und Zentralfrequenz wy. Fiir 7 = 0 tiberlagern sich alle Interferogramme

in Phase. Nach der Kohéarenzzeit
2

T Aw

erreicht der Phasenunterschied zwischen den beiden extremen Frequenzkomponenten

wo — Aw/2 und wy + Aw/2 einen Wert von 2. Die Uberlagerung der einzelnen Inter-

ferogramme fithrt fiir Verzogerungen 7 > 7. zur Unterdriickung des Interferenzsignals.

Die Kohéarenzzeit gibt damit anschaulich an, wie lange sich die Welle an die Phase an

einem vorgegebenen Ort zu einem fritheren Zeitpunkt ,erinnert®.

Te

(5.4.15)

Aquivalent zur Kohérenzzeit konnen wir auch eine longitudinale Kohérenzlinge /. ange-
ben:

l. = cr,. (5.4.16)

Die longitudinale Kohéarenzlénge [. gibt anschaulich die Lange des Wellenzuges in Aus-
breitungsrichtung an, fiir den die Phase einen definierten Wert annimmt.
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Abbildung 5.12: Oben: Interferogramme I,(7) der einzelnen spektralen Komponenten eines
»,2Kastenspektrums®. Unten: Zugehoriges Gesamtinterferogramm.

5.4.2 Raumliche Koharenz

Experiment: Youngscher Doppelspaltversuch mit ausgedehnter thermischer Lichtquelle.

Im Folgenden betrachten wir erneut den Youngschen Doppelspaltversuch. Wir untersu-
chen aber nun den Fall, dass die beiden Spalte S; und Sy von einer ausgedehnten Licht-
quelle der Breite b beleuchtet werden. Wir nehmen an, dass verschiedene Punkte der
Lichtquelle unabhéngig voneinander mit statistisch verteilten Phasen emittieren, so dass
sich die zugehorigen Wellen inkoharent tiberlagern.
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5 Welleniiberlagerung und Interferenz

Abbildung 5.13: Beleuchtung mit einer ausgedehneten Lichtquelle.

Die Abstiande von der Mitte der Lichtquelle O zu den beiden Spalten S; und S, seien
gleich grofl (OS] = 0S5,). Monochromatisches Licht, das von O emittiert wird, erzeugt
damit auf dem Beobachtungsschirm ein Interferenzmuster der Form B.2.7

Als néchstes betrachten wir den Randpunkt () der Lichtquelle. Die Entfernungen von @),
zu den beiden Spalten S; und Sy sind verschieden grofl. Fiir die Wegldngendifferenz gilt:

AT =71 —T9g = lel — Q152 = QISI — Q2SI- (5417)

Wir nehmen im Folgenden an, dass R > b,d. In diesem Fall gilt:
Ar =~ bsin(¢). (5.4.18)

Abbildung entnehmen wir

tan(g) = %. (5.4.19)

Mit ¢ = sin(¢) ~ tan(¢) gilt:

bd

Ar =22
"ToR

(5.4.20)

Aufgrund der Weglangendifferenz Ar weisen die von ); ausgehenden Wellen in S; und
Sy eine Phasendifferenz kAr auf. Damit erhalten wir fir den Punkt P auf dem Beobach-
tungsschirm:

EAr + kAl wbd  wd
I =21y [1 + cos(kAr + kAl)] = 41, cos® (f) — 4], cos® <m + )\_g> _
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5 Welleniiberlagerung und Interferenz

(5.4.21)

Das Interferenzmuster besitzt die selbe Periode wie bei der Beleuchtung mit einer punkt-
formigen Lichtquelle. Allerdings sind die Positionen der Maxima im Vergleich zum vorhe-
rigen Fall um die Strecke

bD

Ay = — =
Y= 73R

(5.4.22)

auf dem Schirm verschoben.

Die Gesamtintensitit im Punkt P ergibt sich durch die inkohirente Uberlagerung aller
durch die verschiedenen Punkte der Lichtquelle verursachten Interferenzmuster. Fir Ay =
(Ym+1 — Ym)/2 wird das Interferenzsignal auf dem Beobachtungsschirm unterdriickt.

Zur Beobachtung von Interferenzeffekten mufi der Abstand der Spalte S; und Ss bei
Beleuchtung mit einer ausgedehnten Lichtquelle kleiner als die transversale Koharenzlange

l; sein. Mit Hilfe von Gleichung (5.4.22)) finden wir:

AR A
[, ="— == 4.2
! b o (5.4.23)

Hierbei ist & der Winkel, unter dem die Lichtquelle von den Spalten aus gesehen wird.
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6 Beugung

In diesem Kapitel wollen wir Beugungsphénomene untersuchen, die sich aus der rdumli-
chen Begrenzung einer Welle, etwa durch eine Blende, ergeben. Wir werden sehen, dass
sich hierbei deutliche Abweichungen von dem nach der geometrische Optik zu erwarten-
den Verhalten zeigen. Historisch spielten Beugungsexperimente eine wichtige Rolle um
den Wellencharakter von Licht in der Wissenschaft zu etablieren.

6.1 Huygenssches Prinzip

Experiment: Wellenwanne mit Kamm.

Als Ausgangspunkt fir die anschauliche Erklarung von Beugungsphédnomene werden wir
das sogenannte Huygenssche Prinzip nutzen. Dieses besagt, dass jeder Punkt einer Wel-
lenfront Ausgangspunkt fiir sekundire Elementarwellen is 1 . Die Lage der Wellenfront zu
einem spateren Zeitpunkt ergibt sich durch die Superposition dieser sekundéren Elemen-
tarwellen.

cAt

t, =t FAt

Abbildung 6.1: Huygenssches Prinzip.

In einem isotropen Medium breiten sich die sekundédren Elementarwellen kugelformig
aus. Betrachten wir etwa den Ursprung des Koordinatensystems als Ausgangspunkt einer

'Wir vernachlissigen in diesem Kapitel Polarisationseffekte und behandeln das elektrische Feld als
skalare Grofe.
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6 Beugung

sekundéaren Elementarwelle, so erhalten wir in der Ebene z = d:

E(z,y,z=d) = %em (6.1.1)
mit

Ny (6.12)

Fiir d? > 22 +y? gilt r = d {1 + % (fl—i + Z—z)} In diesem Fall konnen wir die Kugelwelle
durch folgende Néherung beschreiben:

E (22 o2
E(z,y,z=d) = Foe’deQ (d+d). (6.1.3)

6.1.1 Brechung an einer Grenzflache

Experiment: Wellenwanne mit Glasplatte.

Wir wollen zunachst das Brechungsgesetz anhand des Huygensschen Prinzips herleiten.
Hierzu betrachten wir die Grenzflache zwischen zwei Medien mit Brechungsindizes n; und
No.

Abbildung 6.2: Brechung einer Welle an einer Grenzflache.

Im Medium 1 breiten sich die kugelférmigen sekundaren Elementarwellen mit der Ge-
schwindigkeit ¢; = ¢o/n; aus. Die Strecke DC' wird von den sekundéren Elementarwellen
in der Zeit At zuriickgelegt:

pC - Bl (6.1.4)

ni
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6 Beugung

In der gleichen Zeit bewaltigen die sekundéren Elementarwellen im Medium 2 die Strecke
AB:

— At
B=""2 (6.1.5)

Ny
Mit sin(o;) = Z;g und sin(oy) = % (die Wellenfronten stehen senkrecht zur Ausbrei-

tungsrichtung) erhalten wir wieder das Brechungsgesetz:

nysin(o;) = nosin(oy). (6.1.6)

6.1.2 Doppelbrechung

In einem uniaxialen Kristall ist der Brechungsindex (und damit die Phasengeschwindig-
keit) der auBlerordentlichen Welle eine Funktion der Ausbreitungsrichtung. Die Phasen-
fronten der sekundaren Elementarwellen sind im Fall der aulerordentlichen Welle deshalb
keine Kugeln sondern Ellipsoide. Der Brechungsindex der ordentliche Welle héangt dagegen
nicht von der Ausbreitungsrichtung ab. Dieser Fall kann deshalb analog zum vorherigen
Abschnitt behandelt werden.

Ordentlicher Strahl AuBerordentlicher Strahl
\\\\ \\\\
-~ \ \
C At \ \\
i \% \%
O\\ﬁ; Cg\\{f)o
\ Q. \

Abbildung 6.3: Doppelbrechung.

Fallt eine unpolarisierte Welle senkrecht auf einen uniaxialen Kristall, so tritt die ordent-
liche Welle senkrecht durch die Grenzflache (siche Abbildung 6.3 links). Die auferor-
dentliche Welle wird dagegen ,seitlich versetzt* (siehe Abbildung [6.3] rechts), so dass sie
schrag durch den Kristall lduft. In Ubereinstimmung mit unserer Diskussion in Kapitel
sind die zugehorigen Phasenfronten aber weiterhin parallel zur Grenzflache.

6.1.3 Wellenausbreitung und Huygenssches Prinzip

Wir wollen nun zeigen, dass das Huygenssche Prinzip kompatibel mit unseren bisherigen
Uberlegungen zur Wellenausbreitung ist. Hierzu betrachten wir eine monochromatische
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6 Beugung

elektromagnetische Welle in einem isotropen Medium. Wir stellen das elektrische Feld der
Welle in der Ebene z = 0 als Fourier-Integral dar:

1 o) [ o
Baye=0 = [ [ Bl ky, == )bk, d, (6.1.7)
mit
E(ky, ky,z=0)= /OO /OO E(x,y,z = 0)e " F=Thut) gy, (6.1.8)

Wir kénnen Gleichung (G.I.7)) so interpretieren, dass sich die Feldverteilung E(x,y, z = 0)
aus der Uberlagerung von ebenen Wellen

E(x,y,2) = Bky, ky, 2 = 0)e! ke thuyEh=2) (6.1.9)

ergibt. Aufgrund der Dispersionsrelation ist hierbei k, gegeben durch

ko= k2 — k2 — k2. (6.1.10)

Im Folgenden nehmen wir an, dass sich alle Lichtquellen bei negativen z-Koordinaten
befinden, so dass wir uns auf positive Werte von k, beschranken konnen. Um das elektri-
sche Feld E(X,Y,z = d) der Welle in einem Punkt (X,Y,z = d) in der Ebene z = d zu
bestimmen, betrachten wir zunachst den Beitrag einer einzelnen ebenen Welle mit Wel-
lenvektor k = (k, ky, k). Deren Feldverteilung in der Ebene z = d kénnen wir mit Hilfe
der Ubertragungsfunktion H(k,, k,) schreiben als

EX)Y,z=d) =H(k,, k,)E(X,Y,2=0) (6.1.11)
mit

H(ky, k) = eth=d = eV —ki—kid, (6.1.12)

Eine wichtige Eigenschaft der Ubertragungsfunktion ist, dass ihr Betrag |H(k., k,)| fiir
Wellenvektoren mit k7 + k7 > k* exponentiell mit dem Abstand d abféllt. Daher tragen
effektiv nur die ebenen Wellen mit k2 + k7 < k? zur Feldverteilung E(z,y, 2z = d) bei. In
anderen Worten, die Propagation in einem isotropen Medium wirkt wie ein Tiefpassfilter,
durch den feine Details der urspriinglichen Feldverteilung E(x,y, 2z = 0) verloren gehen.

Als instruktives Beispiel betrachten wir eine Blende mit mehreren runden Léchern (Radius
r = 0.25)) die in einem Abstand von 0.9\ kreuzférmig angeordnet sind (siehe Abbildung
[6.0). Wir nehmen an, dass das elektrische Feld E(x,y,z = 0) in der Blendenebene (z =
0) nur innerhalb der Locher einen von Null verschiedenen Wert besitzt. Aufgrund des
Subwellenléngenabstands der Locher weist E(ky, ky, 2 = 0) auch Komponenten mit k2 +
k:; > k? auf. Bereits im Abstand z = 2 sind die Amplituden dieser Komponenten sehr
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Abbildung 6.4: Absolutwert und Phase der Ubertragungsfunktion H (k,, k) im Abstand d = 5.

stark abgefallen und tragen daher nicht mehr zur Feldverteilung bei. Als Konsequenz
konnen die einzelnen Locher nicht mehr klar aufgelost werden.

Wir wollen nun annehmen, dass bei der Fourier-Entwicklung der urspriinglichen Feldver-
teilung nur ebene Wellen mit &2 + k; < k? eine Rolle spielen. In diesem Fall konnen wir

die Ubertragungsfunktion vereinfachen. Hierzu schreiben wir

K2 k2 1R R\ 1/K2 k2
,/k?-kg—kgd:kdm—ﬁ—k—gmkd 1—§(ﬁ+k—g>+§<ﬁ+k—g> o
(6.1.13)

Im Rahmen der sogenannten Fresnel-Naherung vernachléssigen wir den dritten sowie alle
folgenden Terme. In diesem Fall kénnen wir fiir die Ubertragungsfunktion die folgende
Néaherung angeben:

H(ky, k) ~ Hoe 5 (K5 (6.1.14)
mit
Ho = ¥, (6.1.15)

2
Damit diese Naherung giiltig ist, muss die Bedingung % (Z—Z” + :—é) < 1 erfillt sein. Fir

die elektrische Feldverteilung in der Ebene z = d erhalten wir dann:

1 00 o]
E(X)Y,z=d) = ﬁ/ / H(ky, k) E(ky, ky, z = 0)e"F=X MYV qk ak,. (6.1.16)
m —o0 J —00
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Abbildung 6.5: Elektrische Feldverteilung (links: Ortsraum, rechts: Fourier-Raum) direkt hinter
einer Blende (z = 0) und im Abstand z = 2. Auflerhalb der gestrichelten Kreise

sind die Wellen evaneszent.

Durch Anwendung des Faltungssatzes der Fourier-Transformation kénnen wir dies um-
schreiben zu:

E(X,Y,z=d) = /°° /°° H(X —2,Y — y)E(z, y, » = 0)dady. (6.1.17)

Hierbei ist die sogenannte Impulsantwort H(z,y) die inverse Fourier-Transformierte der
Ubertragungsfunktion H(k,, k,) . Mit der Hilfe von [5° eFar’ gy = e*T /X a> 0 finden
wir nach einer kurzen Rechnung:

1 oo poo 1
Hzy) = 5 /_ N /_ (ke ket dby iy = M—de’kde%(f’f“yz). (6.1.18)

Es ist nun instruktiv eine punktférmige Quelle E(z,y, z = 0) = Eyd(z)0(y) im Ursprung
zu betrachten. Nach Gleichung (G.I17) ist dann EyH(z,y) das elektrische Feld dieser
Quelle in der Ebene z = d. Ein Vergleich mit Gleichung (613 zeigt, dass die Impul-
santwort H(z,y) die Ausbreitung einer Huygensschen Sekundirwelle fir d? > 22 + 12

beschreibt.



6 Beugung

6.2 Beugung an einer ebenen Blende

Im Folgenden wollen wir die Beugung einer monochromatischen Welle durch eine ebe-
ne Blende diskutiererﬁ Die elektrische Feldstarke der Welle in der Blendenebene sei
E(z,y,z = 0). Wir nehmen an, dass E(z,y,z = 0) nur innerhalb der Blende einen von
null verschiedenen Wert besitzt:

E(z,y,z=0) = Eyt(z,y) (6.2.1)
mit
1 falls S=(x,y,0) inderBlende

He,y) = { 0 falls S=(z,y,0) aufdem Schirm (6.2.2)

Unser Ziel ist es nun, die resultierende Feldverteilung E(X,Y, z = d) in der Ebene z = d
zu bestimmen.

Abbildung 6.6: Beugung an einer ebenen Blende. Jeder Punkt der Blende ist die Quelle einer
Huygensschen Sekundérwelle.

6.2.1 Fresnel-Beugung

Wir betrachten zunéchst die Beugung von Licht an einer Blende im Rahmen der Fresnel-
Néherung. In diesem Fall kénnen wir mit Hilfe von Gleichung (G.I.I7) die elektrische

2Als Blende bezeichnen wir eine Offnung in einem ansonsten lichtundurchléssigen Schirm.
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6 Beugung

Feldverteilung in der Ebene z = d schreiben als:

E(X)Y,z=d) = £o ’kd/ / (x,y)e 2 |(X-2)*+(Y ) ]d:pdy (6.2.3)
T

Anschaulich kénnen wir diese Gleichung so verstehen, dass von jedem Punkt der Blen-
de eine Huygenssche Sekundirwelle ausgeht. Die Uberlagerung dieser Huygensschen Se-
kundéarwellen ergibt dann die Feldverteilung in der Ebene z = d. Im Allgemeinen kann
Gleichung (6:23) allerdings nur numerisch gelost werden. Abbildung [6.7] zeigt exempla-
risch die berechnete Intensitatsverteilung fiir verschiedene Absténde d hinter einem 1 mm
breiten Spalt, der mit Licht der Wellenlinge A = 600 nm beleuchtet wird.

d=0.01m

51 d=01m
d=1m
d=5m

4

X3

2

X(mm)

Abbildung 6.7: Berechnete Intensitétsverteilung hinter einem 1 mm breiten Spalt, der mit Licht
der Wellenldnge A = 600 nm beleuchtet wird.

6.2.2 Fraunhofer-Beugung

In der Fraunhoferschen Naherung wird angenommen, dass der Abstand d im Vergleich
zu allen anderen Dimensionen sehr grof ist (Fernzone). In diesem Fall kénnen wir die
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Impulsantwort H(X — z,Y — y) weiter vereinfachen. Hierzu schreiben wir:

1 2
HX —2Y —y) = — ehdgrag ((X=2)*+(Y=y)*) (6.2.4)
L ra & (X24Y2 20X —2yY +a2+y?)

= e¥letad z z 6.2.5

YA (6.25)
1 kR (—2zX —-2yY)

~ — ¢ 3 z . 2.

MR oo (6.2.6)

mit
R=vVX?24+Y?+d (6.2.7)

Fiir die elektrische Feldverteilung in der Ebene z = d erhalten wir mit dieser Naherung:
E oo oo

E(X)Y,z=d) = )\—;%GMR/ / t(x,y) e'2r (“2X=2Y) gy (6.2.8)
7 —o0 J—00

Das Integral kann als die raumliche Fourier-Transformierte der Blende identifiziert werden:

f{txy}—// (x,y)e 71% ?Y)dxdy (6.2.9)

—00 —0O0

In der Fraunhoferschen Néherung ist die Intensitétsverteilung in der Ebene z = d (bis auf
einen Vorfaktor) somit durch das Betragsquadrat der raumlichen Fourier-Transformierten
der Blende gegeben:

I(X,Y, 2) oc |F{t(z,y)}. (6.2.10)

6.2.3 Fraunhofer-Beugung an einer rechteckigen Blende

Experiment: Beugung an einer rechteckigen Blende.

Als erstes Beispiel betrachten wir die Fraunhofer-Beugung an einer rechteckigen Blende
mit Seitenldngen a und b:

[ 1 falls|z| <a/2, ly] <b/2
t(z,y) = { 0 sonst (6.2.11)

Nach Gleichung (6.2.8)) ist das elektrische Feld der gebeugten Welle in der Ebene z = d
gegeben durch:

E a/2 kX b/2 kY
E(X,Y, Wf/ ey / ~5y gy 6.2.12
( ?) = z)\Re —a/2 c —b/2 © Y ( )
Mit
kaX kbY
= d = — 2.1
a=—o un o4 5R (6.2.13)
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6 Beugung

Ba, B) = Zf—?%e’kRab (Smf‘)) (Smﬂ(ﬁ )> | (6.2.14)

Fir die Intensitiat der gebeugten Welle finden wir somit:

I(a,8) = I <Sin;a)>2 <Sinﬁ(ﬁ)>2 . (6.2.15)

Hierbei ist Iy die Intensitdt im Punkt Py = (0,0,z = d). Ist eine der Dimensionen
der Blende (z.B. b) viel grofler als die Wellenlange, so haben wir es effektiv mit einem
eindimensionalen Problem zu tun, d.h. einem Spalt. Das zentrale Beugungsmaximum ist
dann in S-Richtung viel schmaler als in a-Richtung.

Im Folgenden diskutieren wir die Intensitatsverteilung entlang der a-Richtung mit g = 0:
» Das zentrale Beugungsmaximum wird fiir & = 0 angenommen.

+ Nebenmaxima treten fiir o] = (2m + 1)7,m = 1,2,3,... auf. Mit X/R = sin(0)
folgt fiir den Winkel 0,4 1, unter dem das m-te Nebenmaximum beobachtet werden
kann:

2m + 1
S0 (Bmazm) = %5. (6.2.16)
a

« Die Intensitat im ersten Nebenmaximum (m=1) betragt ungefahr 5% der Intensitéat
des zentralen Beugungsmaximums.

o Die Intensitat nimmt fir |a| = mm,m = 1,2,3,... den Wert Null an. Fir die
zugehorigen Winkel gilt:
. A
sin(6pm) = m—. (6.2.17)
a

6.2.4 Beugung am Einzelspalt

Experiment: Beugung am Einzelspalt.

Wir wollen nun fiir einen Spalt der Breite a die durch Beugung resultierende Intensitéts-
verteilung zuséatzlich noch anhand eines einfachen Modells herleiten. Wir nehmen hierzu
an, dass sich im Spalt N regelméflig angeordnete Oszillatoren mit Abstand Aa befinden,
die von einer ebenen Welle zu erzwungenen Schwingungen angeregt werden.

Die Gesamtamplitude der in Richtung @ gestreuten Welle ergibt sich durch die Uberlage-
rung der gestreuten Wellen der einzelnen Oszillatoren:

N
E=AyY e, (6.2.18)

J=1
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6 Beugung

I(a 1
3 @)
0.8
2 0.8
= 1 S 067
3 0.6 <
— N
g 0 = 04l
= 0.4 :
N 0.2 02t
-3 0 0 :
3 -2 -1 0 1 2 3 -3 =2 -1 0 1 2 3
o (7 rad) o (n rad)

Abbildung 6.8: Beugung an einer quadratischen Blende. Links: I(«, 3). Rechts: I(«,0).

Hierbei ist Ay die Amplitude und ¢; die Phase der vom j-ten Oszillator gestreuten Welle.
Aus dem Wegunterschied As = Aasin(f) zwischen zwei benachbarten Wellen resultiert
die Phasendifferenz

Ap = ZTWAS = 2TﬁAa sin(#). (6.2.19)

Wir setzen die Phase der ersten Welle ¢y = 0 und erhalten

N N
E = AO Z ez(goj-—wt) — Aoe—zwt Z ez(j—l)Agp

j=1 j=1
tINAp 1 B Z%A(p _ 72%Ag0
_ —zwte o —wt 2 lAcp € €
o Aoe etde _ 1 - Aoe e 2 (ezALp/Q _ 62A¢/2)
: N
_ sin (5 Ap
= AgelettT A M : (6.2.20)
sin (Ap/2)

Die Intensitat der Welle ist somit:
sin? (Nﬂ% sin(@))

sin? (ﬂ% sin(@)) '

I1(0) = |E)? = I, (6.2.21)

Wir ersetzen nun die diskreten Oszillatoren durch eine kontinuierliche Verteilung von
Ostzillatoren entlang der Strecke Aa. Die zugehorige Amplitude ist proportional zur Linge
Aa:

A
A= A28 (6.2.22)
a
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6 Beugung

Abbildung 6.9: Abstrahlung von N regelméfiig angeordneten Oszillatoren.

Mit a = 7(a/\) sin(0) folgt:

. (Aa ? sin? (a)
1) = 1o ( ) sin? (a/N)

6.2.23
> (6.223)
Wir betrachten nun N — oo. Mit sin?(a/N) — a?/N? erhalten wir gerade wieder das
zuvor hergeleitete Ergebnis:

(6.2.24)

Im Rahmen des Oszillator-Modells konnen die Winkel, unter denen Nullstellen der Inten-
sitdt beobachtet werden, einfach und anschaulich bestimmt werden. Wir wollen dies fiir
den Fall m = 1 diskutieren. Fiir sin(f) = A/a ist der Wegunterschied zwischen der ersten
und letzten Teilwelle gerade A. Wir teilen den Spalt nun in Gedanken in zwei Hélften.
Wir finden zu jedem Oszillator in der ersten Hélfte einen Oszillator in der zweiten Hélfte,
so dass der Wegunterschied gerade A/2 ist. Die Oszillatoren loschen sich damit paarweise
aus und die Gesamtintensitét verschwindet aufgrund der destruktiven Interferenz.

6.2.5 Beugung an einer kreisformigen Blende

Experiment: Beugung an einer kreisférmigen Blende.

In der Praxis spielt die Beugung an kreisférmigen Blenden eine wichtige Rolle. Fiir eine
Blende mit Radius a gilt:

2 2 <
t(z,y) :{ L falls VoZ 4 y" < a (6.2.25)

0 sonst
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1(6)

A o -

—-0.5 0 0.5
0 (m rad)

Abbildung 6.10: Intensitédtsverteilung bei der Beugung an einem einzelnen Spalt fiir verschiedene
Spaltbreiten.

Durch Verwendung von Gleichung (6.2.10) erhalten wir:

I(u) = I, <M>2 (6.2.26)

u

Hierbei ist J;(z) die Besselfunktion erster Ordnung und u = kasin(9).

Die Beugung an einer kreisformigen Blende fithrt zu einer rotationssymmetrischen
Intensitédtsverteilung mit einem zentralen Maximum (Beugungsscheibchen oder Airy-
Scheibchen), das von Ringen mit rasch abnehmender Intensitdt umgeben ist. I(u) weist
fiir u = 1.227 eine erste Nullstelle auf. Fiir den zugehérigen Winkel 6y ; gilt:

A
sin(61) = 0.61°. (6.2.27)

6.2.6 Beugung am Doppelspalt

Experiment: Beugung am Doppelspalt.
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0.9 r
081
071

1(6)

03r1 ]
0.2 r i

0.1 T

0 1
—-0.5 0 0.5
0 (m rad)

Abbildung 6.11: Beugung an einer kreisférmigen Blende (a/A = 1.5).

Wir wollen nun den Youngschen Doppelspaltversuch fiir zwei Spalte mit endlichen Breiten
a und Abstand d analysieren. In diesem Fall gilt@:

1 fir —d/2—a/2<z2<—-d/2+a/2
tx)=< 1 fir d/2—a/2<x<d/24a/2 (6.2.28)
0 sonst

3Wir beschrinken uns auf den eindimensionalen Fall langer Spalte.
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6 Beugung

Im Fernfeld gilt fiir die Welldd:

E(X) = EO/OO Ha)e 2 da

~d/2+a/2 d/2+a/2
= Ey / e VR dy + Ey / e VR dy
—d/2—a/2 d/2—a/2
_kx—d/2+a/2 L kx 1 /2+a/2
e "R I3
R 1 _g/2—a/2 R 1d/2—a/2
kX a kX a
sin sm L
= FEoe™ a k(X a ) + Eoe ™21 k(xlz 2)
2 R 2
sin (444)
= 2aFE,cos 5 (6.2.29)
2R "3

Doppelspalt
Einzelspalt

0.8
071
0.6

0.5t

1()

0.5 0 0.5
0 (m rad)

Abbildung 6.12: Intensitéitsverteilung bei der Beugung an einem Doppelspalt (a/A = 2,d/\ =
10).

Fir die Intensitat erhalten wir somit den folgenden Ausdruck:

sin (EX ¢ ?
I(X) = 4d®| Ey|? M cos’ (@> (6.2.30)

2R

4Die konstanten Vorfaktoren werden in Ey zusammengefasst.
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6 Beugung

Der Vergleich mit Gleichungen (5.2.7) und (6.2.24)) zeigt, dass die Intensitatsverteilung des
Doppelspaltes gegeben ist durch die Intensitéatsverteilung eines einzelnen Spalts moduliert
mit dem Interferenzmuster eines Doppelspaltes mit punktférmigen Offnungen.

6.2.7 Beugung an Gittern
Senkrechter Lichteinfall

Experiment: Beugung am Gitter.

Ein Beugungsgitter besteht aus einer regelméfligen Anordnung von NN parallelen Spalten.
Analog zum Doppelspalt wird die Intensititsverteilung hinter dem Gitter durch zwei
Faktoren bestimmt:

« Beugung an den einzelnen Spalten mit Spaltbreite a.
o Interferenzmuster von N punktférmigen Oszillatoren mit Periode d.

Fiir senkrechten Lichteinfall findet man fiir die Intensitéit (Beweis: Ubung):

sin? [7(a/\) sin(8)] sin’ [NW§ sin(@)} .

[m(a/A)sin(0)]"  sin? [x4 sin(0)]

1(6) = I, (6.2.31)

Spaltfaktor Gitterfaktor

Hierbei ist I die Intensitét fiir die Vorwéartsrichtung (# = 0) hinter einem einzelnen Spalt.

Aufgrund des Gitterfaktors weist () fiir die Richtungen ein Maximum auf, fiir die der
Weglangenunterschied As zwischen dquivalenten Teilstrahlen aus zwei benachbarten Spal-
ten gerade ein Vielfaches m der Wellenlange ist:

As = dsin(Omax.m) = mA. (6.2.32)

Die entsprechenden Maxima heiflen Beugungsmaxima m-ter Ordnung.

Die Intensitdt in den verschiedenen Ordnungen wird durch den Spaltfaktor bestimmt.
Dies ist anschaulich verstdndlich, da nur durch die Beugung an den Einzelspalten Licht
in Richtungen 6 # 0 gelangt.

Fir die 0.-Ordnung finden wir:
1(0) = N?I,. (6.2.33)

Einzelne Ordnungen kénnen unterdriickt werden, wenn sie mit einer Nullstelle des Spalt-
faktors zusammenfallen. Zum Beispiel fehlt in Abbildung B.13] aus diesem Grund die
2.-Ordnung.

Zwischen je zwei Hauptmaxima treten (N — 2) Nebenmaxima auf, fiir die der Zahler
des Gitterfaktors den Wert eins annimmt, der Nenner aber keine Nullstelle besitzt. Mit
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100
90 Gitter '<E>|
Einzelspalt x N 2 a

80

701 0. Ordnung

60 7
> |
= 1. Ordnung

40 .

30 ]

20 3. Ordnung 1

10 1
0 )r\ - K

—0.5 0 0.5
0 (m rad)

Abbildung 6.13: Intensitédtsverteilung bei der Beugung an einem Gitter (a/A = 2,d/A =4, N =
10).

wachsendem N verlieren die Nebenmaxima rasch an Bedeutung. Fiir die Nebenmaxima
zwischen 0. und 1.-Ordnung gilt:

2p+ 1A
in(f,) = —-p=12,...N —2. 2.34
sin(6,) v gP=b2 (6.2.34)
Die zugehorigen Nullstellen des Gitterfaktors sind gegeben durch:
/D)
in(fp;)) =—-,1=1,2,... N — 1. 6.2.35
SlIl( 07l> Nd ) 4y ( )

Schrager Lichteinfall

Experiment: Beugung am Gitter, Hg Lampe.

Experiment: Beugung an einer CD.

Bisher haben wir angenommen, dass die einzelnen Spalte alle phasengleich beleuchtet
werden. Diese Situation ergibt sich bei der Beleuchtung mit einer senkrecht einfallenden

ebenen Welle. Wir wollen nun fiir ein Reflexionsgitter mit Periode d den Fall untersuchen,
dass eine ebene Welle unter dem Winkel 6; gegen die Gitternormale eingestrahlt wird.

Das Licht wird an den Furchen unter einem Winkel 6, gegen die Gitternormale reflektiertd.
Teilwellen von verschiedenen Furchen interferieren konstruktiv, wenn der Weglangenun-

SEin- und Ausfallswinkel des Reflexionsgesetzes beziehen sich auf die Furchennormale.



6 Beugung

Gitter-
Normale

Furchen-
Normale

Abbildung 6.14: Reflexionsgitter bei schriagem Lichteinfall.

terschied
As = As; + Asg = dsin(f;) + dsin(6,) (6.2.36)

ein Vielfaches m der Wellenldange A\ ist.
Aus dieser Bedingung erhalten wir die Gittergleichung

d [sin(6;) + sin(6,)] = mA. (6.2.37)

In Abbildung liegen der Einfallswinkel und der Reflexionswinkel auf derselben Seite
der Gitternormalen. Ist dies nicht der Fall, weisen wir 6, einen negativen Wert zu. Wir
erhalten mit dieser Konvention dann wiederum die Gittergleichung (Beweis: Ubung).

Gittermonochromatoren

Beugungsgitter werden als dispergierendes Element in Gittermonochromatoren verwen-
det. Die Funktionsweise eines sogenannten Czerny-Turner-Monochromators ist in Abbil-
dung (6.15) schematisch dargestellt. Aufgrund der Beugung am Gitter werden die unter-
schiedlichen spektralen Komponenten des einfallenden Lichts auf verschiedene Positionen
in der Ebene des Austrittsspalt abgebildet. Durch den Austrittsspalt wird dann ein Teil
des Spektrums selektiert.

Das spektrale Auflésungsvermogen des Gitters ist definiert als

A

A p—
A)\min ’

(6.2.38)

wobei A\, das minimale Wellenldngenintervall zweier spektraler Komponenten ist, die
gerade noch aufgelost werden konnen. Nach dem Rayleigh-Kriterium ist dies gerade noch
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6 Beugung

Abbildung 6.15: Czerny-Turner-Monochromator (Abbildung: Wikipedia, modifiziert).

der Fall, wenn das m-te Beugungsmaximum der Wellenldnge A\ + A\, mit dem ersten
Minimum der gleichen Beugungsordnung fiir die Wellenldnge A zusammenfallt. Fiir ein
Gitter mit Linienzahl N findet man (Beweis: Ubung):

A =mN. (6.2.39)

6.3 Auflosungsvermogen eines Mikroskops

Das rdumliche Auflésungsvermogen von optischen Instrumenten wird durch Beugung li-
mitiert. Wir wollen diese Begrenzung exemplarisch fiir das Mikroskop diskutieren.

Ein Punkt P, in der Objektebene wird durch das Mikroskopobjektiv mit Durchmesser
D und Brennweite f in die Zwischenbildebene abgebildet. Aufgrund von Beugung an der
Fassung des Objektivs ist das Bild von P; ein Beugungsscheibchen mit Durchmesser dgeyg.

Einsetzen von sin(6p ;) = ‘132% und a = £ in Gleichung (62Z27) liefert:

b
dens, = 244\ (6.3.1)

Wir gehen im folgenden davon aus, dass verschiedene Punkte in der Objektebene als
unabhéngige Lichtquelle wirken, deren Beugungsbilder sich in der Zwischenbildebene in-
kohérent iiberlagern. Zwei benachbarte Punkte P, und P, erzeugen in einem Punkt der
Zwischenbildebene also die Intensitédtsverteilung
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Objekt- Mikroskop- Zwischenbild-
ebene objektiv ebene

%
T
\
/

g=f b

Abbildung 6.16: Auflésungsvermogen eines Mikroskops.

Hierbei sind I; und I, die Intensitatsverteilungen aufgrund von P, bzw. P,.

Nach dem Rayleigh-Kriterium sind die benachbarten Punkte noch rdumlich getrennt be-
obachtbar, wenn der Abstand d der Maxima der Beugungsscheibchen in der Zwischenbil-
debene mindestens so grofl wie der halbe Durchmesser %dgeug eines Beugungsscheibchen
ist.

Mit Hilfe der Abbildungsgleichung finden wir fiir den zugehoérigen minimalen Objektab-
stand

1 g
A:L‘min = édBeugg- (633)

Fiir ein Mikroskopobjektiv ist im Allgemeinen b > f, so dass g ~ f gilt. Damit folgt

f
AZpin = 1,220 3.4
Tain = 1,220 (6.3.4)

Das Mikroskopobjektiv sammelt Licht aus dem vollen Offnungswinkel 2« auf. Mit g ~ f

erhalten wir:

(6.3.5)

2sin(a) = ?
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d=0.75 d,, d=0.5 d,., d=0.25d

Beug

Abbildung 6.17: Berechnete Intensitdtsverteilungen in der Zwischenbildebene fiir zwei Punkt-
quellen in verschiedenen Abstdnden. Im mittleren Bild entspricht der Abstand
dem Rayleigh-Kriterium.

Durch das Einbringen eines Immersionsols mit Brechungsindex n;,, zwischen Objekt und
Mikroskopobjektiv kann die rdumliche Auflosung verbessert werden:

Ao

A = 1,22 LI 6.3.6
v 2N, sin(ar) ( )
Die numerische Apertur

NA = nyy, sin(a) (6.3.7)

ist eine wichtige Kenngrofle des Mikroskopobjektivs. Einsetzen in die obige Gleichung
liefert:

Ao

Apin = 0,61 6.3.8
x N A (6.3.8)

Beispiel:
Nim = 1.5; sin(a) = 0.8 (d.h. 2a = 106°)
= NA =12 = Axpin ~ 0.5).
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7 Quanteneigenschaften von Licht

In den vorherigen Kapiteln haben wir Licht als klassische elektromagnetische Welle be-
trachtet. Wir wollen nun eine Reihe von optischen Phanomenen untersuchen, die sich nur
verstehen lassen bzw. elegant interpretiert werden kénnen, wenn wir das Lichtfeld quanti-
sieren, d.h. nur bestimmte diskrete Energiewerte zulassen. Die kleinstmoglichen Energie-
quanten des elektromagnetischen Feldes mit einer bestimmten Frequenz bezeichnen wir
als Photonen.

7.1 Schwarzkorperstrahlung

Der Ausgangspunkt fiir die Quantenrevolution am Anfang des 20. Jahrhunderts war die
Untersuchung der Schwarzkorperstrahlung. Unter Letzterem versteht man das kontinuier-
liche Emissionsspektrum eines idealen schwarzen Korpers, der die einfallende Strahlung
bei allen Frequenzen v vollstédndig absorbiert (Absorptionsgrad A(rv) = 1). Eine kleine
Offnung in einem Hohlraum stellt eine gute Approximation eines schwarzen Koérpers dar.

Abbildung 7.1: Hohlraumstrahler (Nachbau) bei der PTB.

Experiment: Hohlraumstrahler - Platinréhrchen.



7 Quanteneigenschaften von Licht

7.1.1 Rayleigh-Jeans’sches Strahlungsgesetz

Im Folgenden wollen wir das von einem schwarzen Korper der Temperatur T emittier-
te Spektrum ermitteln. Dies werden wir zunéchst im Rahmen eines klassischen Modells
versuchen, in dem wir jeder Strahlungsmode im Gleichgewicht eine Energie von kgT
zuordnen, wobei kp die Boltzmann-Konstante ist. Wir werden sehen, dass sich hierbei
drastische Abweichungen von den experimentellen Befunden ergeben.

Wir gehen von einem kubischen Hohlraum mit Seitenlénge ! in einem Metallblock aus.
Die elektromagnetischen Eigenschwingungen des Hohlraums, die sogenannten Moden, sind
stehende Wellen, die an allen Wénden die folgende Randbedingung erfiillen:

e, x E=0. (7.1.1)

Hierbei ist e,, der Normalenvektor zur jeweiligen Wand. Wir wéihlen den folgenden Ansatz
fiir das elektrische Feld einer Mode:

Exs(r,t) = [Bxy a5:(k) €, + Exy asy(k) €, + Ex; as. (k) €,] et (7.1.2)
mit

Ex, = cos(kyx)sin(kyy)sin(k,2), (7.1.3)

By, = sin(k,x)cos(kyy)sin(k,z), (7.1.4)

Ex. = sin(k,z)sin(kyy) cos(k,z). (7.1.5)

Der Polarisationseinheitsvektor a, steht hierbei senkrecht auf dem Wellenvektor k:
a,-k=0. (7.1.6)

Aufgrund der Randbedingung gilt fiir den Wellenvektor k der Mode:

k = (km7ky7kz) = (

TNy Ty an)
)

1.
e T (7.1.7)

wobei n,, n, und n, positive ganze Zahlen sind (siehe Abbildung ). Wir konnen somit
jeder Mode im k-Raum ein Volumen von

(Ak)? = (?)3 (7.1.8)

zuordnen. Die zugehorigen Frequenzen sind gegeben durch:

k] c\/ ™\ 2 ™y 2 ™, \ 2
n= e =5 () () + () 719
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7 Quanteneigenschaften von Licht

w/l{

—— X kx
m/l 27z'v/c/ \27r(v+a’v)/c

Abbildung 7.2: Die Wellenvektoren k der Moden des Hohlraums kénnen aufgrund der Randbe-
dingung nur diskrete Werte annehmen.

Wir wollen nun die Anzahl der Moden dN(v) mit einer Frequenz im Intervall [v, v + dv]
bestimmen. Hierzu summieren wir zunachst tiber alle erlaubten Wellenvektoren, deren
Betrag im Intervall [27v/c, 27 (v 4 dv)/c] liegt:

AN (k) =2 (7.1.10)

|k|€[2mv /e, 2m(v+dv)/c]

Der Faktor 2 berticksichtigt die beiden zueinander orthogonalen Polarisationszustinde
pro Wellenvektor. Wir nehmen im Folgenden an, dass die Seitenlange [ des kubischen
Hohlraums wesentlich grofler als die Wellenlénge A ist. In diesem Fall konnen wir die
Summe durch ein Integral ersetzen:

2 2 2m(v+dv)/c

dN (k) =2 > = == 3 (AK)? — 7/
|k|€[2mv/c,2m(v+dv)/c] (Ak)3 |k|€[2nv/c,2m(v+dv)/c] (A/{})?’ 2

wv/c

(7.1.11)
Als néachstes fiihren wir die Integration in Kugelkoordinaten durch und erhalten
3 Ark*dk
dN (k) =2— . 7.1.12
(k) =25 (1112

Hierbei berticksichtigt der Faktor 1/8, dass nur Wellenvektoren mit positiven n,, n, und
n, erlaubt sind. Mit v = (¢/2m)k erhalten wir schlieflich die elektromagnetische Zustands-
dichte eines grofien Hohlraums:

_1dN_87TI/2
T Vdv 3

D, (v) (7.1.13)

Im Rayleigh-Jeans’schen Modell werden die elektromagnetischen Eigenschwingungen des
Hohlraums wie klassische harmonische Oszillatoren behandelt, denen im thermischen
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7 Quanteneigenschaften von Licht

Gleichgewicht die mittlere Energie W (v, T) = kpT zugeordnet wird. Die Energiedich-
te der Hohlraumstrahlung im Frequenzbereich zwischen v und v + dv ist damit:

— 812

u(v, T)dv = D, (v)W (v, T)dv =

kpTdv. (7.1.14)

3
Nach diesem Rayleigh-Jeans’schen Strahlungsgesetz sollte die Energiedichte quadratisch
mit der Frequenz v anwachsen, d.h., die integrierte Energiedichte wiirde divergieren.
Diese unphysikalische Vorhersage ist eine Folge der klassischen Herleitung und wird als
Ultraviolett-Katastrophe bezeichnet.

7.1.2 Plancksches Strahlungsgesetz

Im Planckschen Modell der Schwarzkorperstrahlung wird nun angenommen, dass die Ener-
gie einer Mode nur um Vielfaches des Energiequantums hv ansteigen kann. Hierbei ist
v die Frequenz der Mode und h = 6.6260693 - 10734 Js das sogenannte Planksche Wir-
kungsquantum. Diese Annahme kann im Rahmen der klassischen Elektrodynamik nicht
begriindet werden, da letztere ja eine beliebige Energie pro Mode zulésst. Die kleinstmog-
lichen Energiequanten hv der Moden des elektromagnetischen Feldes heiflen Photonen.
Eine Mode der Frequenz v mit n Photonen besitzt somit die Energie

W, = nhv. (7.1.15)

Im thermischen Gleichgewicht ist die Wahrscheinlichkeit p(1V'), dass eine Mode mit n
Photonen besetzt ist, gegeben durch
e—nhu/(kBT)
p(W) = = . (7.1.16)
> e—nhv/(ksT)
n=0

Aus der Normierung der Wahrscheinlichkeiten folgt:

ip(nhu) =1 (7.1.17)

n=0
Die mittlere Energie pro Mode ist gegeben durch:

%O: n hy e~/ (EBT)

W, T) = Y pnhv)nhy = n=0_ . (7.1.18)
n=0 Z efn hl//(kBT)
n=0

Wir betrachten zunéchst den Zéhler von Gleichung (Z.II8)). Mit der Abkiirzung f =
1/(kgT) finden wir

-nhvg _ 7 —nhvg | _ _ ~ (__ =~
> nhve 05 (nzzoe ) Bl (1—e—hvﬁ)

n=0
hyehvB
— —(1 —~ ethB)Z' (7.1.19)
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Fiir den Nenner von Gleichung (.I.18) ergibt sich:

> 1
—nhvB
nE Oe Bk (7.1.20)

Durch Einsetzen erhalten wir schliefilich die mittlere Energie pro Eigenschwingung;:

— hv

Mit
u(v, T)dv = D, (v)W (v, T)dv (7.1.22)
ergibt sich das Plancksche Strahlungsgesetz:
8mh 3
u(p, T) = =l (7.1.23)
¢ ekpT — 1
x107°
1.6 T T T
T=5800 K
I T=3000 K ||
14 T=2700 K
e 1.2} -
]
2 1} ]
S
©
Q0
© 08 b
2
w
2 06f N
3
S
& 04} -
o
0.2 b
0 1 L I
0 2 4 6 8 10 12
Frequenz (s'1 ) x 10"

Abbildung 7.3: Graphische Darstellung des Planckschen Strahlungsgesetzes fiir drei verschiedene
Schwarzkorpertemperaturen.

Die Photonenergie hv,, der maximalen Energiedichte ist durch das Wiensche Verschie-
bungsgesetz gegeben:

Wiy = 2.82kpT). (7.1.24)
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7.1.3 Lambert-Strahler und Stefan-Boltzmann-Gesetz

Experiment: Hohlraumstrahler - Stefan-Boltzmann’sche Strahlungsformel.

Die Strahlung im Hohlraum ist isotrop. Somit ist die Energiestromdichte pro Raumwinkel
dQ2 und Frequenzintervall dv gegeben durch:

. ce
jan (v, T) = - = u(v.T) (7.1.25)

Die Leistung, die im Frequenzintervall [v, v + dv]| durch ein Flachenelement dA = e dA
der Offnung des Hohlraumstrahlers in den Raumwinkel d) abgestrahlt wird, berechnet
sich daher zu:

dPio(v,T) = jaa(v,T) - eadAdQdv = jaa (v, T) cos(0) dA dQ2 dv. (7.1.26)

Hierbei ist # der Winkel zwischen der Flachennormalen e, und der Ausbreitungsrichtung
der Strahlung ey. Die Offnung zeigt die Charakteristik eines Lambert-Strahlers:

APy (v, T) = dPi°(v, T) cos(6), (7.1.27)

wobei dPS (v, T) die in Vorwirtsrichtung (6 = 0) emittierte Leistung ist.

Wir integrieren nun die Energiedichte der Hohlraumstrahlung iiber alle Frequenzen:

U(T) = / u(v, T)dy = / LA (7.1.28)
¢ e*sT — 1
0 0

Mit der Substitution z = k};”T kann das Integral umgeformt werden zu:

/{ZBT + 1’3 /{ZBT 471'4
de = (222} T 1.2
<h>0/e$—1x <h 15 (7.1.29)

—

dA

Abbildung 7.4: Winkelabhéngigkeit der abgestrahlten Leistung bei einem Lambert-Strahler.
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Fir die integrierte Energiedichte finden wir:

U(T) = aT* (7.1.30)
mit
8Tkt
a= 15T%B3 (7.1.31)

Somit wird die Gesamtleistung

dPyo(T) = % U(T) - eq dAdQ = i cos(6) aT* dAdS. (7.1.32)

durch das Flichenelement dA der Offnung in den Raumwinkel d€) abgestrahlt. Abschlie-
Bend integrieren wir nun noch iiber den Halbraum und die Offnung (Gesamtfliche A):

P(T) = < cos(0) aT* dAdQ
4m
7'('/2 21

= A4iaT4 / /cos(@)sin(@)d@d@
T 6=0 =0
- AiaTd‘Zw. (7.1.33)

Durch Zusammenfassen der Konstanten erhalten wir die Stefan-Boltzmann’sche Strah-
lungsformel:

P(T) = AoT* (7.1.34)

mit der Stefan-Boltzmann-Konstante

y— 210k,
15¢2h3

=5.67-10*Wm 2K, (7.1.35)

7.2 Emission und Absorption elektromagnetischer
Strahlung

Wir untersuchen nun die elementaren Wechselwirkungsprozesse zwischen einem Ensemble
von Atomen und Licht. Dabei wollen wir annehmen, dass die Strahlung resonant zu einem
Ubergang zwischen zwei Energieniveaus E; und E, eines Atoms ist. Die Photonenener-
gie ist somit hyy = Fy — E;. Wir nehmen an, dass das Strahlungsfeld nicht an weitere
Energieniveaus des Atoms koppelt, so dass wir jedes Atom als Zweiniveau-System nédhern
konnen.
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7.2.1 Linienformfunktion

Experimentell beobachtet man, dass atomare Emissions- und Absorptionsspektren keine
5-Funktionen sind sondern in einem Frequenzintervall Av um die Ubergangsfrequenz 1
herum verschmiert sind. Diese spektrale Verbreiterung ist eine Folge der endlichen Le-
benszeiten der Energieniveaus. Um diesen Umstand Rechnung zu tragen fithren wir die
normierte Linienformfunktion g(v) ein:

/Ooog(y) dv =1 (7.2.1)
mit

1
g(VO) = Gmax; g(VO + AV/Q) = égma)v (722)

Linienformfunktion g(v)

Spektrallinie

v

Frequenz (v)

Abbildung 7.5: Schematische Darstellung der Linienformfunktion g(v).

7.2.2 Ubergangsraten
Wir wollen nun die Anderung der Besetzungszahldichten N; und N, der beiden atomaren

Energieniveaus E; bzw. E5 im Ensemble aufgrund der Wechselwirkung der Zweiniveau-
Systeme mit dem Lichtfeld untersuchen.

Absorptionsrate

Ist ein Atom urspringlich im unteren Energieniveau F7, so kann es durch Absorption
eines Photons aus dem Strahlungsfeld in das obere Energieniveau FEs5 angeregt werden.
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Absorption Stimulierte Emission Spontane Emission
O E, @ Ez @ E
A hV=E2-E1 : hV=Ez-E1 : hV=E2-E1
1
AALS L\ ’
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
i v b4
@ Eq O Eq O Eq

Abbildung 7.6: Elementare Wechselwirkungsprozesse zwischen einem Zweiniveau-System und
einem Strahlungsfeld.

Die Wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit fiir einen Ubergang des Atoms von F; nach F,
durch Absorption eines Photons mit einer Frequenz zwischen v und v + dv betragt

Wis(v)dv = Byou(v)g(v)dv. (7.2.3)

Hierbei ist u(v) die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes und By, eine Konstante.
Die Teilchenzahldichte N; des Ensembles dndert sich damit mit der Rate

AN
d—tl = —N,Wis(v)dv = —Ny Byau(v)g(v)dv. (7.2.4)

Rate der stimulierten Emission

Der Ubergang eines Atoms vom oberen Energieniveau F, in das untere Energieniveau
E; kann durch ein Photon des Strahlungsfeldes stimuliert werden. Bei diesem stimulierte
Emission genannten Prozess wird die Energie in Form eines Photons freigesetzt, das die-
selben Eigenschaften (Frequenz, Polarisation, Wellenvektor) wie das stimulierende Photon
besitzt. Die Wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit fiir einen Ubergang von Ey nach E; durch
stimulierte Emission eines Photons mit einer Frequenz zwischen v and v + dv ist gegeben
durch:

W1 (v) dv = Byyu(v) g(v) du. (7.2.5)

Hierbei ist By, eine Konstante. Die Anderung der Teilchenzahldichte N, durch stimulierte
Emission lautet damit
dNy

— = —NoWoy(v) dv = —NyBoyu(v) g(v) dv. (7.2.6)

Rate der spontanen Emission

Ein angeregtes Atom kann auch durch spontane Emission eines Photons aus dem angereg-
ten Zustand in das untere Energieniveau iibergehen. Die zugehorige Wahrscheinlichkeit
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pro Zeiteinheit fiir die spontane Emission eines Photons mit einer Frequenz zwischen v
und v + dv ist gegeben durch

Wep(v) dv = Agy g(v) dv, (7.2.7)

wobei Ay eine Konstante ist. Die Teilchenzahldichte N, dndert sich durch spontane Emis-
sion von Photonen mit einer Frequenz zwischen v and v + dv mit der Rate

dN.
d—; = —NoyWep (1) dv = —NaAgy g(v) du. (7.2.8)
Die gesamte Rate der spontanen Emission berechnet sich zu

Wy, = /0 T W (v)dv = Ay (7.2.9)

Man kann sich leicht davon tiberzeugen, dass der Koeffizient Ay; = 1/7, der reziproken
Lebensdauer des angeregten Zustands ohne auBeres Feld (u(v) = 0) entspricht:

dN:
d—tQ == —NQWSp - —N2A21 = N2<t) - N2<t - 0)€_A21t - Ng(t == O)Q_t/TSP. (7210)

Einsteinkoeffizienten

Die drei Konstanten Ay, By und By, werden in der Literatur als Einsteinkoeffizienten
bezeichnet. Um einen Zusammenhang zwischen den drei Einsteinkoeffizienten zu ermit-
teln, betrachten wir das System (atomares Ensemble und Strahlungsfeld) im thermischen
Gleichgewicht. Die Energiedichte des elektromagnetischen Strahlungsfeldes ist in diesem
Fall durch das Plancksche Strahlungsgesetz (7.1.23)) bestimmt:

8T hi3

u(v) = @ expU JhpT) =1 (7.2.11)

Die Besetzungsdichten der Energieniveaus ist durch die Boltzmann-Verteilung gegeben:

N- _Ey—By
F2 e il (7.2.12)
1

Nach dem Prinzip des detaillierten Gleichgewichts miissen sich in jedem Frequenzintervall
[v, v + dv] die Ubergangsraten aufgrund von Absorption und Emission ausgleichen:

No [War(v) + Wep ()] = NyWia(v). (7.2.13)

Somit muss die folgende Gleichung fiir alle Temperaturen erfiillt sein:

8mh 3 _hy_
NoAgy = Nzighyyi <B126’“}}5T - Bz1> , (7.2.14)
€ eRsT — 1
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Die drei Einsteinkoeffizienten sind daher nicht unabhéngig voneinander, sondern erfiillen
die folgenden Relationen:

Blg = Bgl (7215)
und
8mhi?
Agy = 3 Bay. (7.2.16)

Da die Emissions- und Absorptionseigenschaften der Atome nicht vom thermischen
Zustand des Ensembles abhéngen, gelten diese Beziehungen allgemein, d.h. auch fir
Nichtgleichgewichts-Zusténde. Allerdings spiegeln die Einsteinkoeffizienten nicht nur eine
rein intrinsische Eigenschaft der Atome wider, sondern werden aufgrund der photonischen
Zustandsdichte auch durch die Umgebung beeinflusst. Beispielsweise kann die spontan-
te Emissionsrate verandert werden indem man die Atome in einen Resonator einbringt
(Purcell-Effekt).

7.3 Light amplification by stimulated emission of
radiation: Laser

7.3.1 Kleinsignalverstarkung in einem Lasermedium

In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, unter welchen Umsténden eine elektromagne-
tische Welle in einem Laser-Medium kohérent verstéarkt werden kann. Sowohl stimulierte
Emission als auch spontane Emission fithren zu einer Zunahme der Photonenzahl. Fir
einen Laser ist allerdings nur die stimulierte Emission erwiinscht, da sie zu einer koha-
renten Verstarkung des Lichtfeldes fithrt wéhrend die spontane Emission unerwiinschtes
Rauschen verursacht. In der folgenden Diskussion vernachléssigen wir die spontane Emis-
sion.

Lasermedium
1(z) 1(z+dz)
- [

==L

v

oF-——

|
0 z z+dz

Abbildung 7.7: Verstiarkung einer Lichtwelle in einem Lasermedium.
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Wir betrachten eine monochromatische Welle mit der Frequenz v, die an der Position z
im Lasermedium die Intensitat

I(2) = cu(z,v) = chvn,(z) (7.3.1)

aufweist. Hierbei bezeichnet n.(z) die zugehérige Photonendichte. Die Intensitétsinde-
rung nach der Propagation im Lasermedium um die Strecke dz ist gegeben durch

dI dI dt

d (z4+dz) — I(2) dzdz = dzdz
dny 1
= Chljﬂgdz = hv <N2W21 — N1W12) dz. (732)

Hierbei beschreibt der erste Term auf der rechten Seite die Zunahme der Photonendichte
pro Zeiteinheit durch stimulierte Emission im Bereich zwischen z and z + dz wahrend der
zweite Term die entsprechenden Absorptionsverluste beriicksichtigt. Die letzte Gleichung
konnen wir mit

cgu(z,v)  Eg(v)I(z)

War = Wiz = 8mhi3Ty, n 8mhi3Ty, (733)
umschreiben zu
U Ny = N —S—g)I(2) = v W)I(2). (7.3.4)
dz 2 ! 87ru27'spg i
Hier haben wir im letzten Schritt den Kleinsignalverstarkungskoeffizienten
2
WWzﬂ%—Nﬂ§£€?@) (7.3.5)

eingefiihrt. Durch Integration von Gleichung (7.3.4)) erhalten wir:
I(z) = 1(0) "7, (7.3.6)

wobei 1(0) die Intensitat am Eingang des Lasermediums ist. Offensichtlich wird die Welle
verstérkt, falls v(v) positiv ist. Dies erfordert eine Besetzungsinversion, d.h., Ny > Nj.

7.3.2 Laserschwelle

Bei einem Laser befindet sich das Lasermedium typischerweise in einem optischen Reso-
nator. Letzterer dient zur Frequenzselektion und zur kohérenten Riickkopplung der Licht-
welle in das Lasermedium. Wir nehmen im Folgenden an, dass die Resonantormoden viel
schérfer sind als die Spektrallinie des Lasermediums (dvgp < Av). Fiir die Resonator-Mode
mit Resonanzfrequenz vg ndhern wir u(v)dv = w(vg)ovg = hvgn, (vg).

Als einfaches Modell eines Lasers betrachten wir einen Fabry-Perot-Resonator der Lange
L, der vollstandig mit einem Lasermedium gefillt ist (siehe Abbildung [C.8). Die Re-
flexionsgrade der beiden Spiegel seien R; und R,. Wir nehmen an, dass eine einzelne
Resonatormode mit Frequenz vg verstarkt wirdl. Die Verluste im Lasermedium durch

'In einem Laser gilt iiblicherweise: The winner takes it all!
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R, R,
Abbildung 7.8: Lasermedium in Fabry-Perot-Resonator.
Streuung oder Absorption aufgrund von Verunreinigungen beschreiben wir durch eine
Verlustkonstante o(vg). Damit gilt:

I

I/R(Z) = [VR(()) e(v(”)—a(l’))z_ (737)
Nach einem kompletten Umlauf ist die Intensitiat gegeben durch:
1,.(2L) = 1,,,(0) Ry Ry e/vR)—evr)2L, (7.3.8)

Im Laserbetrieb muss die Verstarkung mindestens die wahrend eines Umlaufs auftretenden
Verluste ausgleichen. Somit gilt die folgende Schwellenbedingung fiir den Laserbetrieb:

1,,(2L) = 1,,.(0). (7.3.9)

Um die zugehorige Schwellenverstérkung

Yoe(vi) = a(vm) — o (R Ry) (7.3.10)

zu erreichen, muss die Besetzungsinversion mindestens den folgenden Wert aufweisen:

2
8TV Ty

*9(vr)

Othr =

(oz(l/R) _ % 1n(R1R2)> (7.3.11)

7.3.3 Erzeugung der Besetzungsinversion

Eine Besetzungsinversion zwischen dem oberen Laser-Niveau |2) und dem unterem Laser-
Niveau |1) kann mit einem 2-Niveau-System nicht kontinuierlich erreicht werden. Daher
werden fiir den Laserbetrieb noch weitere Energieniveaus benotigt. Wir betrachten im
Folgenden die Erzeugung der Besetzungsinversion in einem 3-Niveau und einem 4-Niveau-
Laser:

o Durch Energiezufuhr wird ein Teil der Atome aus dem Grundzustand |0) bzw. |1)
in das Pump-Niveau |3) angeregt.

o Schneller Ubergang in das langlebige obere Laserniveau [2) .
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 Lasertibergang zwischen dem oberen Laser-Niveau |2) und dem unteren Laser-
Niveau |1) .

o 4-Niveau Laser: schneller Ubergang aus dem unteren Laserniveau |1) in den Grund-
zustand |0) .

Der 4-Niveau Laser bietet den Vorteil, dass die Besetzungsinversion zwischen den Laser-
Niveaus |2) und |1) selbst fiir fast vollstdndige Besetzung des Grundzustands |0) méglich
ist. Daher wird im Vergleich zu einem 3-Niveau Laser typischerweise eine geringe Pump-
leistung benotig.

(a) 3-Niveau-Laser (b) 4-Niveau-Laser
[3>
E T?l
3> v )
: c >
c P g | lT : !
() v aser Tyt :
g - [2> g v
S : _— i [1>
o Laser T,k HEN i
v
1> y A ANS

Abbildung 7.9: Energieniveaus und Raten fiir (a) idealen 3-Niveau-Laser und (b) idealen 4-
Niveau-Laser.

Beispiele:

o 3-Niveau-Laser: Rubin-Laser, erste Demonstration eines Lasers; T. H. Maiman, Na-
ture 187, 493 (1960).

o 4-Niveau-Laser: Helium-Neon Laser; A. Javan et al., Phys. Rev. Lett. 6, 106 (1961).

7.3.4 Beispiel: Helium-Neon-Laser

Der Helium-Neon (HeNe) Laser ist ein 4-Niveau Gaslaser, der Helium als Pumpgas und
Neon als Lasermedium verwendet. Der Druck in der Laserrohre betragt typischerweise 100
Pa mit einem Verhéltnis der Partialdriicke von Helium/Neon von ca. 5/1. Im Gasgemisch
wird durch das Anlegen einer Spannung eine Gasentladung erzeugt. Hierbei werden meta-
stabile Helium-Zustédnde durch Elektronenstofle angeregt. Die Energie wird auf angeregte
Neon-Zustinde durch Stofle 2. Art ibertragen, bei denen die Helium-Atome wieder in den
Grundzustand zuriickkehren. Technisch ist vor allem die Laserlinie bei A = 632.8 nm von
Bedeutung. Er wird heute noch fiir Interferometer und als Justage-Laser verwendet.
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(a) Helium Neon
A 2's, .
—— 2p°Ss 3.39um_ |
2°S, StoRe . 2p4d
ey, 2048 0.63um
o 1.15 um 2p 3p
= 2p°3s
2 Elektron-Atom
w
Anregung :
Rekombination
i durch StéRke
Grundzustand v
®)  R=100% R<100%
e : Helium Brewster-Fenster

e : Neon

O O
Spannungsquelle

Abbildung 7.10: (a) Schematische Darstellung der Anregungs- und Rekombinationsprozesse
beim HeNe-Laser (b) Schematische Darstellung eines HeNe-Lasers.

7.4 AuBerer Photoeffekt

Experiment: Aulerer Photoeffekt.

Durch Bestrahlung mit kurzwelligem Licht konnen Elektronen aus einem Halbleiter
oder einem Metall herausgelost werden. Dieses Phianomen wird duflerer Photoeffekt oder
Hallwachs-Effekt genannt.

Kathode Anode

00
U>0 1

Abbildung 7.11: Experiment zum Nachweis des dufleren Photoeffekts.

Der in Abbildung [Z.TT] schematisch dargestellte experimentelle Aufbau eignet sich fiir eine
quantitative Untersuchung des Effekts. Die beleuchtete Kathode befindet sich zusammen
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mit der unbeleuchteten Anode in einem evakuierten Glasgefa. Zwischen den Elektro-
den wird eine Spannung U angelegt und der Strom [ als Funktion der Frequenz v und
der Leistung P des eingestrahlten Lichts gemessen. Die maximale kinetische Energie der
Elektronen E2* kann durch das Anlegen einer negativen Spannung bestimmt werden.
Ist Uy < 0 die Spannung, bei der der Photostrom einsetzt, so gilt:

ERax = —el,, (7.4.1)

Im Experiment konnen folgende Zusammenhénge beobachtet werden:

o Um Elektronen aus der Kathode herauszulosen muss das eingestrahlte Licht eine
Frequenz besitzen, die grofier als eine materialspezifische Grenzfrequenz v, ist.

e Die maximale kinetische Energie der Photoelektronen E12* héngt nur von der
Lichtfrequenz v ab, nicht aber von der Lichtleistung P. Experimentell findet man:
B3 oc v,

o Zwischen Lichteinfall und Elektronenemission gibt es keine messbare zeitliche Ver-
zogerung.

o Die Zahl der Photoelektronen ist proportional zur Lichtleistung.

Mit Ausnahme der letzten Beobachtung sind die Befunde im Widerspruch zur klassischen
Elektrodynamik. Albert Einstein lieferte 1905 eine Erkléarung auf der Basis der Lichtquan-
ten. Hiernach gibt ein absorbiertes Photon seine gesamte Energie hv an ein Elektron ab.
Fiir die maximale kinetische Energie des freigesetzten Elektrons gilt dann

ER™ = hy — W, (7.4.2)

Hierbei ist W, die sogenannte Austrittsarbeit, die die Bindung des Elektrons im Katho-
denmaterial charakterisiert. Mit Gleichung (7.4.1)) folgt:

—elUy = hv — W, (7.4.3)

Der duflere Photoeffekt ermoglicht also eine experimentelle Bestimmung des Planckschen
Wirkungsquantums, indem wir die Steigung der Gerade Uy(r) bestimmen. Aus dem Ach-
senabschnitt folgt die Austrittsarbeit W,.

Der dufiere Photoeffekt wird zum Nachweis von Photonen mit einem Photoelektronenver-
vielfacher (engl. Photomultiplier Tube, PMT) verwendet.

Experiment: PMT.

7.5 Nachweis einzelner Photonen mit einem
HBT-Experiment

Nach unseren Uberlegungen in Abschnitt [Z2Z2 sollte ein einzelnes Atom als
Einzelphotonen-Quelle fungieren, das bei jedem spontanen Emissions-Prozess ein ein-
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Dynoden
S

Photon /Phoj " / R e

% Elektron "\
] i
7
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- [H R, Messausgang
. —— Sekunddr-

| i Elektmnen’ %
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Abbildung 7.12: Schematischer Aufbau eines Photomultipliers (Quelle: Wikipedia).

zelnes Photon erzeugt. Wir wollen uns jetzt der Frage widmen, wie man experimentell
nachweisen kann, dass eine Lichtquelle tatsachlich einzelne Photonen aussendet.

Strahlteiler SPAD1

Photonen |::> —e ® ®

Time Tagger
®
v —® Kanal 1
SPAD2
—® Kanal 2

Abbildung 7.13: Schematischer Aufbau eines HBT-Experiments.

Experiment: HBT-Experiment mit einer Photonen-Paar Quelle.

Abbildung zeigt den schematischen Aufbau eines sogenannten HBT-EXperiment.
Der einfallende Photonenstrom wird mit einem 50:50-Strahlteiler aufgeteilt. Die beiden
Anteile werden anschlieffend jeweils auf einen sensitiven Photodetektor, z.B. ein PMT
oder eine Einzelphotonen-Avalanche-Photodiode(SPAD), gelenkt. Die Photodetektoren
werden im sogenannten Geiger-Modus betrieben, d.h., der Nachweis eines Photons erzeugt
ein kurzes elektrisches Signal ("Klick"). Eine Time-Tagger-Elektronik registriert dann den
Kanal und den genauen Zeitpunkt eines jeden "Klicks".

2Das HBT-Experiment ist nach Robert Hanbury Brown and Richard Q. Twiss benannt.
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Nach der Messung wird aus den Daten des Time-Taggers die Korrelationsfunktion zweiter
Ordnung bestimmt:

t t
) ()
(n1(8)) (na(t + 7))
Hierbei bezeichnet (nj(t)ns(t + 7)) die Anzahl der Koinzidenzen, bei denen die beiden

Detektoren mit einer Zeitverzogerung 7 jeweils ein Photon registrieren. (nq(t)) und (ns(t-+
7)) geben die Gesamtzahl der nachgewiesenen Photonen fiir Detektor 1 bzw. 2 an.

(7.5.1)

Fiir eine ideale Einzelphotonen-Quelle und ideale Detektoren gilt ¢ (7) = 0. Dies lisst
sich anschaulich leicht erklaren, da ein einzelnes Photon am Strahlteiler entweder reflek-
tiert oder transmittiert wird. Die beiden Detektoren konnen bei einem einzelnen Photon
also nicht gleichzeitig (7 = 0) "klicken". Aufgrund von Imperfektionen der Detektoren (z.B.
Dunkelrauschen) gilt in der Praxis ¢®(7) < 0.5 als Nachweis fiir eine Einzelphotonen-
Quelle.

160F
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0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

-0.5 -04 -03 -0.2 -01 0 0.1 0.2 03 04 05
Verzogerung T (Us)

Koinzidenzen <n4(t) ny(t+t)>

Abbildung 7.14: Mit einem HBT-Experiment gemessene Anzahl der Koinzidenzen fiir die Emis-

sion eines einzelnen Halbleiter-Quantenpunkts nach gepulster Anregung. Daten:
Lok-Yee Yan .

7.6 Eigenschaften des Photons - Zusammenfassung

Anhand der in diesem Kapitel vorgestellten Phanomene kénnen wir schliefSen, dass Licht
Teilcheneigenschaften besitzt. Monochromatisches Licht der Frequenz v setzt sich dem-
nach im Teilchen-Bild aus einem Strom von Lichtquanten (Photonen) mit der Energie
hv zusammen. Experimentell konnen die folgenden Eigenschaften des Photons ermittelt
werden:



7 Quanteneigenschaften von Licht

« Energie eines Photons:

E = hv = hw. (7.6.1)

o Impuls eines Photons:

p = hk. (7.6.2)

« Drehimpuls des Photons (Photonen-Spin):

k
s = +h—. (7.6.3)
K|
Linkszirkular polarisiertes Licht (o+-Polarisation): s = h%
Rechtszirkular polarisiertes Licht (0~ -Polarisation): s = —hﬁ.

Experiment: Beugung an einem Spalt mit einzelnen Photonen.

Steht das Photonen-Bild im Widerspruch zum Wellencharakter des Lichts? Nein, denn
Beugungsexperimente mit einzelnen Photonen zeigen, dass Licht sowohl Teilchen- als auch
Wellencharakter besitzt! Eine konsistente Beschreibung aller Lichteigenschaften ist im
Rahmen der Quantenoptik moglich.
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Das vorherige Kapitel hat gezeigt, dass Licht sowohl Wellen- als auch Teilcheneigenschaf-
ten aufweisen kann. Im Folgenden werden wir sehen, dass auch Teilchen wie etwa Elek-
tronen Wellencharakter besitzen.

8.1 Materiewellen

8.1.1 De Broglie-Wellenlange

Louis de Broglie machte 1924 den Vorschlag, die Beziehung p = hk (i = h/27) auch auf
Teilchen mit der Masse m anzuwenden. Mit Ey;, = p*/2m (nichtrelativistisches Teilchen)
und k = 27 /\p folgt die De-Broglie Wellenlange:

h

AD = —F—r—.
b \% QmEkzn

(8.1.1)

Beispiel: De-Broglie Wellenlange eines Elektrons nach der Beschleunigung durch eine
Spannung U=100 V.

o Kinetische Energie: Ey;, = eU.

o Elektronenmasse: m, = 9.1 x 1073Lkg

o Elementarladung: e = 1.6 x 10719C

o Plancksche Konstante: h = 6.63 x 10734Js
= De-Broglie Wellenldnge: A\p = 1.2 x 10719

8.1.2 Beugung und Interferenz von Elektronen
Elektronen-Biprisma

Der Wellencharakter von Elektronen kann mit Hilfe eines Elektronen-Biprismas nach-
gewiesen werden. Hierzu wird ein metallisierter Quarzfaden mit einem Elektronenstrahl

8-1
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beleuchtet. Durch das Anlegen einer positiven Spannung an den Faden werden die Elek-
tronen, die den Faden passieren, abgelenkt. Auf einem Leuchtschirm hinter dem Faden
tritt dann im Uberlappungsbereich der beiden Teilwellen ein Interferenzmuster auf.

Elektronen-Biprisma

Detektor

Abbildung 8.1: Elektronen-Biprisma und Interferenzmuster von Elektronen. Die Integrationszeit
des Detektors nimmt von a nach e zu. Quelle: Wikipedia, modifiziert.

8.1.3 Beugung von Elektronen am Kristallgitter

Im Folgenden wollen wir die Beugung eines Elektronenstrahls an einem Kristall betrach-
ten. Wir nehmen hierzu an, dass wir die Elektronen durch eine ebene Welle mit der
De-Broglie Wellenldnge A\p beschreiben kénnen. Die Atome des Kristalls bilden parallele
Gitterebenen, an denen die Elektronenwelle teilweise reflektiert wird.

Abbildung 8.2: Bragg-Beugung einer Elektronenwelle am Kristallgitter.

Die reflektierten Teilwellen interferieren genau dann konstruktiv, wenn der Weglangenun-
terschied zweier Teilwellen ein ganzzahliges Vielfaches n von Ap ist. Mit Abbildung
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folgt die Bragg-Bedingung;:
2dsin(f) = nAp. (8.1.2)

Hierbei ist d der Abstand zweier benachbarter Gitterebenen und 6 der Winkel zwischen
Einfallsrichtung und der Gitterebene.

Die Bragg-Bedingung wird bei einem Einkristall und einem monoenergetischen Elektro-
nenstrahl (konstante Wellenldnge Ap) bei vorgegebener Kristallorientierung nur fiir aus-
gewahlte Richtungen erfiillt. Wird der Elektronenstrahl hingegen an einer polykristallinen
Probe gebeugt, so beobachtet man konzentrische Ringe um die Einfallsrichtung mit vollem
Offnungswinkel 40 (Debye-Scherrer Ringe).

Beugungsring

Abbildung 8.3: Links: Elektronenbeugungsrohre mit ditnner Graphit-Folie. Rechts: Fluoreszenz-
schirm mit Beugungsringen.

Experiment: Beugung von Elektronen an Graphit.

Setzt man die De-Broglie Wellenlange der Elektronen in die Bragg-Bedingung ein, so
erhalt man:

. nh

Der Offnungswinkel der Debye-Scherrer Ringe nimmt also mit zunehmender Beschleuni-
gungsspannung U ab.

8.2 Quantenstruktur der Atome

8.2.1 Atomspektren

Experiment: Spektrallampe.
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Il

Abbildung 8.4: Spektrallampen (Ne, Hg, Na) mit zugehorigen Spektren. Bild: Wikipedia.

Im Gegensatz zu einem schwarzen Korper emittieren viele Gasentladungslampen Licht
nur bei spezifischen Frequenzen. Aus einer Vielzahl von Untersuchungen ergeben sich die
folgenden experimentellen Befunde:

o Jede Frequenz die von einem bestimmten Gas emittiert wird kann auch von diesem
absorbiert werden. So beobachtet man etwa diskrete Linien (Fraunhoferlinien) im
kontinuierlichen Spektrum der Sonne durch Absorption der entsprechenden Gase in
der Sonnen-Photosphére.

o Das Emissions- bzw. Absorptionsspektrum ist charakteristisch fiir jede Atomsorte
und kann somit als "Fingerabdruck® fiir die Elementanalyse verwendet werden.

« Die spektrale Breite der Linien ist nicht beliebig scharf.

Diese Befunde lassen sich erklaren, wenn wir annehmen, dass die Atome diskrete Ener-
gieniveaus aufweisen. Durch die Emission bzw. Absorption eines Photons mit passender
Energie konnen Ubergénge zwischen diesen Niveaus erfolgen.

Die Frequenzen v der Emissionslinien von Wasserstoff konnen im sichtbaren Spektralbe-
reich durch die folgende im Jahre 1885 von Johann Jakob Balmer empirisch gefundene
Formel beschrieben werden:

c 1 1
V= X = CRy (n—% — n—%> s (821)

mit n; = 2 und ny = 3,4,5,.... R, = 1.0973731534 - 10"m ! ist die sogenannte Rydberg-
konstante (in Wellenzahlen).

Spater wurden von Theodore Lymann und Friedrich Paschen weitere Wasserstoff-Linien
entdeckt, deren Frequenzen sich mit der obigen Formel und n; = 1 (Lymann-Serie) bzw.
ny = 3 (Paschen Serie) beschreiben lassen.
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Abbildung 8.5: Sichtbarer Bereich des Wasserstoffspektrums. Die abgebildeten Linien gehéren
zur Balmer-Serie ( Ag, = 656.3nm, Amy, = 486.1nm, Ag, = 434,0nm, Ay, =
410.2nm, Ay, = 397.0nm ). Bild: Wikipedia (modifiziert).

8.2.2 Franck-Hertz Versuch

Atome konnen nicht nur durch Licht, sondern auch durch Stofprozesse angeregt werden.
Der Franck-Hertz Versuch zeigt, dass auch in diesem Fall diskrete Energieniveaus der
Atome eine Rolle spielen.

Hg® o % le

Abbildung 8.6: Prinzipschaltbild des Franck-Hertz Versuchs.

Abbildung zeigt eine schematische Darstellung des Franck-Hertz Versuchs. In einer
Glasrohre befindet sich Quecksilberdampf mit einem Druck von ca. 10? Pa. Elektronen
werden von der Glithkathode K emittiert und durch das Anlegen einer Spannung U hin
zum Gitter G beschleunigt. Die Anode A ist hinter dem Gitter angebracht und befindet
sich auf dem Potential U — AU. Somit werden die Elektronen nach der Passage des Gitters
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abgebremst und nur die Elektronen erreichen die Anode, deren kinetische Energie beim
Passieren des Gitters mindestens e AU betragt.

Abbildung 8.7: Elektronenstrom I als Funktion der Beschleunigungsspannung U in einer Réhre
mit Quecksilberdampf. Quelle: Wikipedia.

Tragt man den Anodenstrom [ als Funktion der Gitterspannung U auf, so erhilt man den
in Abbildung 8.7 dargestellten Zusammenhang. Im Bereich von U = 0V bis U ~ 4.9V
steigt der Strom monoton an. Anschliefend fallt [ in einem kleinen Spannungsbereich
wieder ab um fiir noch gréflere U wieder anzusteigen. Fir U ~ 9.8V wird ein zweites
Maximum beobachtet, dem ein erneuter Stromabfall folgt, etc.

Die experimentellen Ergebnisse lassen sich durch inelastische Stole der Elektronen mit den
Hg-Atomen erklaren, bei denen die Hg-Atome aus dem Grundzustand in einen angeregten
Zustand tibergehen. Hierbei verringert sich die kinetische Energie der Elektron gerade um
den zur Anregung notwendigen Betrag von AFEy;, = 4.9V. Ist die kinetische Energie
der Elektronen beim Erreichen des Gitters dann kleiner als eAU, so kann die zwischen
Gitter und Anode angelegte Gegenspannung AU nicht iiberwunden werden und [ fillt ab.
Elastische Stofle, bei denen sich der interne Zustand der Hg-Atome nicht dndert, spielen
aufgrund der groflen Massendifferenz zwischen Elektron und Hg-Atom keine Rolle.

8.2.3 Rutherfordsches Atommodell

Im Jahre 1909 fithrten Ernest Rutherford, Hans Geiger und Ernest Marsden Streuexpe-
rimente durch, um die Struktur der Atome zu untersuchen. Als Projektile verwendeten
sie a-Teilchen (doppelt ionisierte Heliumkerne) die beim radioaktiven Zerfall von Radium
mit einer kinetischen Energie von einigen MeV freigesetzt werden. Beim Beschuss einer
diinnen Goldfolie mit den a-Teilchen machten sie die folgenden Beobachtungen:



8 Elemente der Quantenmechanik

o Die meisten a-Teilchen kénnen die Goldfolie ungehindert passieren.

o Bei wenigen a-Teilchen wird eine Ablenkung beobachtet. Hierbei nimmt die Wahr-
scheinlichkeit mit dem Streuwinkel ¢ ab.

e In extrem wenigen Féllen wird sogar eine Riickwértsstreuung (¢ ~ 180°) der a-
Teilchen beobachtet.

Eine moderne Version des Rutherford-Experiments ist in Abbildung dargestellt.

Gold-Folie

7
4

&

o g

A\

Americum 241
a-Strahler

Abbildung 8.8: Rutherford-Experiment.

Experiment: Rutherford Streuung.

Eine genaue Analyse der Messdaten zeigt, dass die Streurate NV als Funktion des Streu-
winkels ¥ durch

1
N o ——— (8.2.2)

e
sint (2)

beschrieben werden kann.

E. Rutherford schlosd] aus den Messergebnissen, dass die positive Ladung des Atoms in
einem kleinen Raumbereich im Zentrum des Atoms konzentriert sein muss. Die a-Teilchen
werden praktisch nur an diesem Atomkern abgelenkt, da ein Elektron eine viel geringere
Masse als das a-Teilchen besitzt.

LIt was quite the most incredible event that has ever happened to me in my life. It was almost as
incredible as if you fired a 15-inch shell at a piece of tissue paper and it came back and hit you. On
consideration, I realized that this scattering backward must be the result of a single collision, and when
I made calculations I saw that it was impossible to get anything of that order of magnitude unless you
took a system in which the greater part of the mass of the atom was concentrated in a minute nucleus.
It was then that I had the idea of an atom with a minute massive centre, carrying a charge.

-Ernest Rutherford
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Abbildung 8.9: Links: Streuung von a-Teilchen an Gold Atomen. Quelle: Institute of Physics.
Rechts: Zugehorige Zahlraten.

8.2.4 Bohrsches Atommodell

Nils Bohr stellte im Jahr 1913 ein Modell vor, mit dem sich viele der damals bekannten
experimentellen Befunde aus dem Bereich der Atomphysik konsistent beschreiben lieflen.
Er musste hierzu allerdings eine Reihe von ad-hoc Annahmen treffen, die im Widerspruch
zur klassischen Physik stehen.

n=2

Abbildung 8.10: Bohrsches Atommodell. Das Elektron geht im hier gezeigten Fall von der zwei-
ten Kreisbahn (n = 2) in die erste Kreisbahn (n = 1) iiber und sendet hierbei

ein Photon der Energie hv = E,—s — F,,—1 aus.

Das Bohrsche Atommodell geht von einem Elektron mit Masse m, aus, dass mit einer
Geschwindigkeit v auf einer kreisformigen Bahn mit Radius » um den Kern mit Ladung

8-8
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+Ze und Masse mg lauft. Aus der Bedingung Zentripetalkraft = Coulombkraft folgt:

2 1 7 2
- . (8.2.3)

r dmey 12

Hierbei ist p1 = (memy)/(me + my,) = m. die reduzierte Masse.

Nach den Gesetzen der klassischen Physik sind alle Kreisbahnen erlaubt, die die obige
Beziehung erfiillen. Man erwartet daher aus klassischer Sicht keine diskreten Energieni-
veaus. Zudem bilden das umlaufende Elektron und der Kern einen zeitlich veranderlichen
Dipol, der standig Energie abstrahlen sollte. Das Elektron wiirde daher bereits nach sehr
kurzer Zeit in den Kern stiirzen. Das Atom sollte aus klassischer Sicht also instabil sein!

Im Bohrschen Atommodell wird nun vorausgesetzt, dass es bestimmte stationédre Elek-
tronenbahnen gibt, auf denen die Elektronen umlaufen kdnnen ohne Energie zu verlieren.
Laut Annahme sind diese Bahnen gerade stehende Wellen, fiir die der Umfang der Kreis-
bahn ein ganzzahliges Vielfaches n der De-Broglie Wellenldange \p ist:

2mr = nAp. (8.2.4)
Mit Ap = h/(uv) folgt daraus fir die Elektronengeschwindigkeit:

_nh
2

v (8.2.5)

Einsetzen dieser Beziehung in Gleichung ([823) liefert die Bedingung fiir die Radien der
erlaubten stationdren Elektronenbahnen:
n’h%¢y  n?

= = —aqq. 8.2.6
" A= A ( )

In der letzten Umformung haben wir den Bohrschen Radius

€0h2

e’

~ 0.5A (8.2.7)

ag =

eingefiihrt. ag ist der Radius der kleinsten stationiren Elektronenbahn (n = 1) des Was-
serstoffatoms (Z = 1).

Die Gesamtenergie des Elektrons in einer stationdren Bahn ist gegeben durch

1 Ze? Ve
E, = By + Eyoy = =pv* — =—R,— 8.2.8
kin + Fpot Dl Ameqr Yn? ( )
mit der Rydbergkonstanten (in Energieeinheiten)

4

. ke
R, = . 8.2.9
Y 8edh? ( )
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Die stationaren Elektronenzustdnde konnen im Bohrschen Atommodell also nur bestimm-
te diskrete Energien E, annehmen, die durch die Quantenzahl n = 1,23, ... festgelegt
sind.

R} héngt von der reduzierten Masse ab und ist daher fiir verschiedene Atomsorten unter-
schiedlich grof}. Da der Atomkern aber in allen Féllen viel schwerer als das Elektron ist,
konnen wir in sehr guter Naherung annehmen, dass g = m, gilt. Wir erhalten dann den
Wert

Roo = 13.61¢V. (8.2.10)

Um die experimentell beobachteten Linienspektren zu erklaren, wird nun postuliert, dass
nur Uberginge von einem stationiren Elektronenzustand mit Energie E,, zu einem an-
deren stationdren Elektronenzustand mit Energie F,, moglich sind (Quantensprung). So
kann das Atom von einem tieferen Energiezustand E,,, in einen hoheren Energiezustand
E,, durch die Absorption eines Photons mit Photonenenergie

hv = E,, — By, (8.2.11)

iibergehen. Umgekehrt wird beim Ubergang von einem energetisch hoheren stationiren
Zustand FE,; zu einem energetisch tieferen stationdren Zustand E,; ein Photon mit der
Energie hv = E,, — E,;, emittiert. Mit Gleichung (8.2.8) ergibt sich fiir die Emissionsfre-
quenz:

R 1 1

Insbesondere gilt fiir Wasserstoff (Z = 1):

Re (1 1
=" (— - —) . (8.2.13)

n  n

Das Bohrsche Atommodell liefert also eine Erklarung fiir die empirisch gefundene Formel
(BZ1). Die Balmer-Serie beinhaltet die Ubergéinge, bei denen das Elektronen aus einem
stationdren Zustand mit n} = 3,4,5,... in den Zustand mit nj, = 2 unter Emission eines
Photons wechselt.

8.3 Wellenfunktion, Wahrscheinlichkeitsdichte und

Schrodingergleichung

Zur Beschreibung eines Teilchens (z.B. eines Elektrons) mit Masse m fithren wir im Rah-
men der Quantenmechanik eine Wellenfunktion W(r,t) ein. Die Wellenfunktion ist im
allgemeinen eine komplexe Grofe.

8-10
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Abbildung 8.11: Energieniveaus eines Wasserstoffatoms nach dem Bohrschen Atommodell.

Die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen zu einem Zeitpunkt ¢ in einem Volumenelement dr
anzutreffen ist proportional zum Absolutquadrat der Wellenfunktion:

W (r,t)dr = |¥(r,t)|*dr. (8.3.1)

W (r,t) wird in der Literatur als Wahrscheinlichkeitsdichte bezeichnet.

Da ein existierendes Teilchen mit Sicherheit irgendwo im Raum zu finden ist, gilt:

///|\If(r,t)|2dr:1 (8.3.2)

Die zeitliche Entwicklung der Wellenfunktion fiir ein Teilchen der Masse m in einem
Potential V(r,t) wird durch die Schrédingergleichung beschrieben:
—h? oV (r,t)

_ 2 prm—
- VU (r,t) 4+ V(r,t)¥(r,t) =k g

(8.3.3)
Wir betrachten im folgenden zeitlich konstante Potentiale V' (r). In diesem Fall wéhlen

wir fur die Wellenfunktion einen Produktansatz:

(8.3.4)

Einsetzen in Gleichung ([83.3) liefert die sogenannte stationire Schrodingergleichung:

_—hQVQIII(r) +V(r)¥(r) = EU(r). (8.3.5)

2m
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Wie bei der Wellengleichung der Elektrodynamik gilt auch bei der stationaren Schrédin-
gergleichung das Superpositionsprinzip. Sind ¥; und ¥, Losungen, so ist auch aW¥; + bW,
eine Losung der stationdren Schrodingergleichung. a und b sind konstante, komplexe Ko-
effizienten.

8.3.1 Freies Teilchen

Wir betrachten nun zuerst ein freien Teilchens mit V' (r) = 0. Im eindimensionalen Fall
lautet die stationdre Schrodingergleichung:
—h? 0%V (x)

2m  Ox?

= EV(z). (8.3.6)
Mit dem Ansatz einer ebenen Welle
U(z) = Ce*® (8.3.7)

folgt aus der stationdren Schrodingergleichung

(hh)?

2m

E. (8.3.8)

Mit der Beziehung p = hk finden wir die Dispersionsrelation

2
E=2 (8.3.9)

2m’
FE ist also in diesem Fall die kinetische Energie des Teilchens.
Die Wahrscheinlichkeitsdichte einer ebenen Welle ist rdaumlich konstant, d.h. das zuge-

horige Teilchen ist iiber den gesamten Raum ,verschmiert®. Der zugehorige Impuls des
Teilchens p = hk ist dagegen genau bekannt.

Das Superpositionsprinzip erlaubt es uns nun Wellenpakete zu konstruieren, die zu einer
raumlichen Lokalisierung der Materiewelle fiihren:
oo

LIGH

U(z,t) = / b (k) er(ke=5

—00

dk. (8.3.10)

Hierbei beschreibt (k) das Cewicht der einzelnen ebenen Wellen mit Wellenzahl k.
U(z,0) und ¥ (k) sind per Fourier-Transformation miteinander verkniipft.

Wir betrachten nun als instruktives Beispiel ein Gauss-Paket:

T \/a —(a/2)? (k—ko)?
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Abbildung 8.12: Dispersionsrelationen fiir ein Photon und ein freies Teilchen der Masse m.

Die Auswertung des Integrals liefert:

\If( O) < 2 )1/4 —a%/a? _ikow (8 3 12)
x,0)=(— e e"or, 3.
’ Ta?

Das Wellenpaket hat bei + = 0 die maximale Amplitude. Fir z;, = *a/2 féllt die
Wahrscheinlichkeitsdichte [¥(z, 0)|? auf den Wert [¥(0, 0)|?/+/€ ab. Das Intervall z; —xq =
Az = a wird als rdumliche Breite des Wellenpakets definiert. Analog ist Ak = 1/a die
Breite des Wellenpakets im k-Raum. Der Ort und der Impuls des Teilchens kénnen nicht
gleichzeitig mit beliebiger Genauigkeit angegeben werden. In der Wellenmechanik (wie
auch in der Optik) gilt somit die Heisenbergsche Unschéarferelation:

319

Die Geschwindigkeit des Teilchens ist gegeben durch die Gruppengeschwindigkeit v, des
Wellenpakets. Zusammen mit der Dispersionsrelation (8.3.9) erhalten wir:

dv hk p
-z _T_ £ 3.14
YWTAE T m T m (8:3.14)
Aufgrund der Impulsunscharfe des Wellenpakets gilt:
A h
Av, ==L = (8.3.15)

m mAx’
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Klassische Physik Quantenmechanik
N p N p

i
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/ x :
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Abbildung 8.13: Bahn eines Teilchen im Phasenraum. Links: klassisches Teilchen. Rechts: quan-
tenmechanisches Teilchen.

Fiir die rdumliche Breite des Wellenpakets folgt damit:

Az(t) = Az(0) + Avyt = Az(0) + t (8.3.16)

mAx

Wir sehen also, dass das Wellenpaket mit der Zeit raumlich breiter wird, d.h., das Teilchen
ist immer weniger lokalisiert. Dies ist die analoge Situation zu einem optischen Impuls in
einem dispersiven Medium.

8.3.2 Quantenmechanischer Doppelspaltversuch

In diesem Abschnitt wollen wir die quantenmechanische Version des Doppelspaltversuchs
besprechen. Hierzu betrachten wir das folgende Gedankenexperiment: Eine Glithkathode
emittiert Elektronen, die auf eine Blende mit zwei schmalen Spalten treffen. Die durch
die Spalte transmittierten Elektronen werden in der Beobachtungsebene von einem orts-
sensitiven Detektor nachgewiesen. Wir nehmen im folgenden an, dass die Temperatur der
Glithkathode so gering ist, dass sich zu jedem Zeitpunkt nur ein einzelnes Elektron in
der Apparatur befindet. Durch die Wahl einer langen Detektor-Integrationszeit wird der
Doppelspaltversuch mit vielen Elektronen durchgefiihrt.

Zunéachst wollen wir den unteren Spalt schliefen (siehe Abbildung 814 (a)). Alle nachge-
wiesenen Elektronen miissen daher durch den oberen Spalt von der Quelle zum Detektor
gelangt sein. Die zugehorige Wellenfunktion sei Wy (x) und die Wahrscheinlichkeit ein Elek-
tron in der Beobachtungsebene an der Position x zu finden ist durch Wi(x) = |¥;(z)|?
gegeben.
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Abbildung 8.14: Doppelspaltversuch mit Elektronen.

Analog wird das Elektron durch die Wellenfunktion Wo(x) beschrieben, wenn wir anstatt
des unteren Spalts den oberen schlieflen (siehe Abbildung BI4 (b)). Die entsprechende
Nachweiswahrscheinlichkeit ist dann Wy(z) = [Wa(z)|? .

Werden beide Spalte gedffnet (siehe Abbildung B4 (c)), so kann das Elektron auf zwei
unterschiedlichen Wegen von der Quelle zum Detektor gelangen. Nach den Regeln der
Quantenmechanik miissen in diesem Fall die Wellenfunktionen der beiden Wege kohérent
iiberlagert werden um die Gesamtwellenfunktion zu erhalten:

U(z) = Uy (z) + Uy(x). (8.3.17)
Die Nachweiswahrscheinlichkeit des Elektrons am Ort x lautet somit:

W(x) = [ (z) + o> = Wy(x) + Wa(z) + Uy (2)U5(x) + Ui (2)Uy(). (8.3.18)
Die letzten beiden Terme fiihren zur Ausbildung eines Interferenzmusters!

Im letzten Schritt erweitern wir unserer Gedankenexperiment um eine sehr starke Licht-
quelle (siehe Abbildung 14l (d)). Durch die Beobachtung des am Elektron gestreuten
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Lichts kann ein Experimentator entscheiden, durch welchen Spalt das Elektron zum De-
tektor gelangt ist. In dem gezeigten Beispiel sieht der Experimentator, dass das Elektron
den unteren Spalt passiert hat, so dass die Nachweiswahrscheinlichkeit fiir dieses eine
Elektron durch Ws(z) gegeben ist. Bei der Wiederholung mit vielen Elektronen ergibt
sich die Nachweiswahrscheinlichkeit zu:

Die ,Welcher Weg“-Beobachtung zerstort also das Interferenzmuster!

8.3.3 Potentialstufe

Als Néchstes untersuchen wir ein Teilchen, das auf eine eindimensionale Potentialbarriere
trifft:

0 firz<0
V(z) = { By, firs >0 (8.3.20)

Fir x < 0 (Gebiet I) ist die Wellenfunktion gegeben durch:
() = Ae™ + Be ™+, (8.3.21)

Fir z > 0 (Gebiet I1) lautet die stationare Schrodingergleichung:

V3U(z) + %(E — Eg)¥(z) = 0. (8.3.22)
Mit o = \/m /h lauten die zugehoérigen Losungen:

Urr(z) = Ce™ + De ", (8.3.23)
Damit

| ¥y(z) firx <O
U(z) = { Uyy(z) firz > 0 (8.3.24)
eine Losung im gesamten Bereich ist, muss U {iberall stetig differenzierbar sein. Somit
gilt:

U (0)=V;;0)=A+B=C+D (8.3.25)
und
d\I][ d\I/[[
l . L: l . L:>lk:(A—B) =a(C - D). (8.3.26)
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1. Fall: £ < E,

Fir F < Ej ist « reell. Damit W;; normierbar bleibt, muss der Koeffizient C' null sein.
Aus den Stetigkeitsbedingungen folgt:

1k + «

B = A 8.3.27
1k — o ( )
und
2k
D= A. 8.3.2
1k — « ( 8)

Die Wellenfunktion im Bereich I lautet somit:

1k + «
Ur(z)=A|e™ + ——e k7|, 8.3.29
) = A et g S ] (5320
Der Bruchteil R der reflektierten Teilchen folgt aus
2
|Be=*=|2 |B]? |k +a
|Aek=|2 A2 ik —« ( )

Wie in der klassischen Mechanik werden also auch in der Wellenmechanik alle Teilchen
reflektiert. Allerdings kann bei der wellenmechanischen Behandlung das Teilchen ein Stiick
weit in die Potentialstufe eindringen.

Die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir z > 0 ist gegeben durch:
4k*
a? + k?

Als Eindringtiefe definieren wir den Wert x = 1/(2«), fiir den die Wahrscheinlichkeits-
dichte um den Faktor 1/e im Vergleich zur Grenzflache abgefallen ist.

W(z) = ¥ > = |[De™*"|? = |A[Pe—20". (8.3.31)

2. Fall: £ > Ej

Fir F < Ej ist a imagindr. Wir definieren nun die reelle Gréfie

kK =1 =/2m(E — Ey)/h (8.3.32)
Die Wellengleichung im Gebiet 11 lautet somit:

Ur(z) = Ce™™*® 4 Detk'e, (8.3.33)

Wir nehmen an, dass das Teilchen von links (z < 0) auf die Potentialstufe trifft, so dass
C =0 gilt. Aus den Randbedingungen folgt:
k—F

B = (8.3.34)
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Abbildung 8.15: Wellenfunktion fiir ein Teilchen, das an einer Potentialstufe reflektiert wird.

und
2k
= A. 3.
T (8.3.35)
An der Potentialstufe wird der Bruchteil R der Teilchen reflektiert, mit
1~z—|B|2—k_kl2 (8.3.36)
AP (kR o

Im Gegensatz zur klassischen Mechanik wird im Falle der Wellenmechanik ein Teil der
einfallenden Teilchen reflektiert!

8.3.4 Tunneleffekt

Wir betrachten betrachten im Folgenden eine rechteckige Potentialbarriere der Dicke a:

Ey fur0 <z < a(Gebiet IT) (8.3.37)

0 furz < 0(Gebietl)
Vi(x) =
0 firz > a(GebietI1I)

Wir nehmen an, dass die Energie F des Teilchens kleiner als E ist. Fiir die Wellenfunktion
wéhlen wir den folgenden Ansatz:

U, = Ae*® 4 Be e (8.3.38)
\I/[[ = C’eax—i-De_a”, (8339)
U = Feke, (8.3.40)
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Die Koeffizienten A,B,C',D und F' folgen aus den Steigkeitsbedingungen fiir x = 0 und
x = a. Man findet nach einer kurzen Rechnung fiir eine breite Barriere (acv > 1):

|F|> 16F L

_ o~ By — E)e 20 8.3.41

| A‘Q Eg ( 0 )6 ( )
Im Gegensatz zu einem klassischen Teilchen kann ein quantenmechanischen Teilchen mit
einer endlichen Wahrscheinlichkeit durch die Barriere gelangen. Dieses Phénomen wird
Tunneleffekt genannt. Der Tunneleffekt spielt zum Beispiel beim «-Zerfall eine entschei-
dende Rolle. In der Optik tritt der Tunneleffekt in der Form der verhinderten Totalrefle-
xion bei einem diinnen Luftspalt zwischen zwei Glasplatten auf.

8.3.5 Teilchen in einem Potentialkasten

Wir untersuchen nun den Fall, dass das Teilchen mit Energie F auf einen Raumbereich
0 < a beschréankt wird. Hierzu betrachten wir einen , Potentialtopf* der Form

0 firo<az<a,
V(z) —{ o sonst. (8.3.42)
Fir 0 < x < a ist die Wellenfunktion gegeben durch
U(x) = Ae™™ 4 Be k. (8.3.43)

Die Wellenfunktion ist aufgrund der unendlich hohen Potentialwénde fiir x < 0 und z > a
identisch null. Daraus ergeben sich die Randbedingungen:

A+B = 0 (8.3.44)
Ae™ 4 Bem™he = . (8.3.45)

Aus der ersten Randbedingung folgt:

U(x)=A (em — e’“‘“) = 21Asin(kx). (8.3.46)
Mit Hilfe der zweiten Randbedingung finden wir:
nAsin(ka) =0= k= —“(n=1,2,3,---). (8.3.47)
a

Einsetzen der Wellenfunktionen

U, (2) = 2:Asin (T:c) (8.3.48)

a
in die Schrodingergleichung liefert die moglichen Energiewerte
R R,

FE, = —
2m 2m a2

(8.3.49)
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E,
Wy(x)
2
(@]
) W,(x)
g E
! W, (x)
E,
0
0 a
X

Abbildung 8.16: Wellenfunktionen und Energieniveaus eines Teilchen im unendlich hohen Po-
tentialkasten.

Das Teilchen im Potentialkasten kann also nur diskrete Energiewerte annehmen. Die mi-
nimale Energie, die sogenannte Nullpunktsenergie, ist nicht null, sondern

h? 72

= ——.
'™ oma?

(8.3.50)
Die Nullpunktsenergie resultiert aus der Ortsbeschrénkung und der Heisenbergschen Un-
schérferelation. Halbleiter-Quantenpunkte konnen in erster Ndherung als Realisierung ei-
nes Potentialkastens aufgefasst werden.

0 = A S S o
460 470 480 490 SO0 510 520 S30 S40 S50 50 620 630 640 650 660 670 680 690 700

Abbildung 8.17: Lumineszierende CdSe-Quantenpunkte. Die Grofle der Quantenpunkte nimmt
von links nach rechts zu. Quelle: Wikipedia.
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8.3.6 Harmonischer Oszillator

Im Folgenden untersuchen wir die quantenmechanischen Eigenschaften eines eindimensio-
nalen harmonischen Oszillators. Dazu betrachten wir ein Teilchen mit Masse m in einem
Potential der Form

1
V(z) = §w2mx2. (8.3.51)

Die stationédre Schrodingergleichung lautet somit:

—RdPv 1 9 o

_— 4+ — U =FEV, 8.3.52

2m dx? + 2w e ( )
Wir fithren nun die Variablentransformation

£=u % (8.3.53)

und die Abktirzung
2F

= — 8.3.54
" (8.3.54)
ein und erhalten
d*W 9
— — &)V =0. 8.3.55
- (8.3.55)
Wir probieren nun den Losungsansatz
(&) = H(&)e &2 (8.3.56)
Durch Einsetzen erhalten wir fiir die Funktion H (&) die Gleichung:
d*H dH
— —2—+(C—-1)H =0. 8.3.57
X (- (3.3.57)

Dies ist die Hermite’sche Differentialgleichung, deren Losung die Hermite’schen Polynome
H, (&) vom Grade n sind. Diese lassen sich durch eine endliche Potenzreihe darstellen:

Hy (&) = iaiéi- (8.3.58)

Einsetzen dieser Potenzreihe in die Hermite’sche Differentialgleichung liefert durch Koef-
fizientenvergleich die Rekursionsformel:

(i + 2)(i + Daie = [2i — (C — 1)] . (8.3.59)
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Da £" nach Annahme die hochste Potenz in der Potenzreihe (83.58) ist, muss die Bedin-
gung a,.o = 0 erfiillt sein. Aufgrund der Rekursionsformel muss daher gelten:

1
2n—(C—-1)]=0=>n= 5(0 —1). (8.3.60)
Mit C = % folgen schlieflich die Energieeigenwerte des harmonischen Oszillators:
1
E, = (n—|—§) hw,n=0,1,2,.... (8.3.61)
Die Energieeigenwerte sind also diskret und besitzen einen aquidistanten Energieunter-
schied von hw. Wie beim Potentialtopf ist auch beim harmonischen Oszillator die mini-

male Energie aufgrund der Unschérferelation nicht null. Man findet fiir die Energie des
Grundzustands des harmonischen Ostzillators Ey = %hw

Abbildung 8.18: Energieniveaus und Quadrate der Wellenfunktionen des harmonischen Oszilla-
tors.
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